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 ج

  سري فوریه، انتگرال و تبدیل فوریه:فصل اول

  ) توابع متعامد1-1

kfاگر مجموعه توابع  (x) , k , , ,1 2 3= K و تابعh(x) ي  در بازه[ ]a ,b پیوسته باشند، در اینصورت دو تابعn mf (x) , f (x)  را

  گوئیم اگر   متعامد می h(x)نسبت به تابع وزنی
b

n ma
f (x)f (x)h(x)dx m n= ≠∫ o  

mي فوق به ازاي هر دو مقـدار   اگر رابطه n≠       برقـرار باشـد در اینصـورت مجموعـه توابـعkf (x) , k , , ,1 2 3= K   را یـک

]ي در بازه h(x)مجموعه توابع متعامد نسبت به تابع وزنی  ]a,b نامیم.معمولاً  میh(x) شود و ضرب داخلـی   فرض می =1

  گردد دو تابع به صورت زیر معرفی می
b

n m n ma
(f (x), f (x)) f (x)f (x)dx= ∫  

kfبنابراین مجموعه توابع  (x),k , ,12= K ي  مد در بازهرا مجمومعه توابع متعا[ ]a,b نامیم اگر ضرب داخلی هر دو تابع  می

  متمایز از این مجموعه توابع برابر صفر باشد.

bn m
na

,m n
(f (x), f (x))

f (x)dx, m n2

≠= 
=∫

o
  

  : 1نکته 

nsinالف) مجموع توابع  x,n , , ,
L

1 2 3π
= K ي  در بازه[ ]L,L−  و[ ], Lo .متعامد هستند  

L

L

, m nn msin x sin x dx
L , m nL L−

≠π π
=  =

∫
o  

L
,m n

n msin x sin x dx LL L , m n
2

≠
π π = 

=
∫o

o
  

ncosب) مجموعه توابع  x, n , ,
L

1 2π
= K هاي  در بازه[ ] [ ],L , L,L−o .متعامد هستند  

L

L

, m nn mcos x cos x dx
L , m nL L−

≠π π
=  =

∫
o  

L
, m n

n mcos x cos x dx LL L ,m n
2

≠
π π = 

=
∫o

o
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nج) توابع  msin x , cos x
L L
π π ي  در بازه[ ]L,L− .متعامد هستند  

L

L

n msin x cos x dx
L L−

π π
=∫ o  

  هاي زیر صادق هستند: انتگرالضمناً 

L n nsin x cos x dx
L L
π π

=∫o o  

L L L

L L

n n ncos xdx cos x dx sin xdx
L L L− −

π π π
= = =∫ ∫ ∫o

o  

L Ln L n Lsin xdx cos x (cos n )
L n L n

1π π
= − = − π −

π π∫ oo
  

L
L , nnsin xdx n

L ,n

2 =π = π
 =

∫o
o

  

  ) سري فوریه1-2

fاگر تابع (x)  متناوب با دوره متناوبT L2=  باشد در اینصورت سري فوریه یا بسط فوریه متناظر با تابعf (x)  به صورت

  گردد. زیر معرفی می

n n
n

a n nf (x) (a cos x b sin x)
L L12

∞

=

π π
= + +∑o  

n) روابط زیر براي ضرایب فوریه1با استفاده از نکته ( nb ,a ,ao آیند. به دست می  

L

L
a f (x)dx

L
1

−
= ∫o  

L
n L

na f (x) cos xdx ,n , ,
L L
1 1 2

−

π
= =∫ K  

L
n L

nb f (x)sin xdx , n , ,
L L
1 1 2

−

π
= =∫ K  

fبا توجه به اینکه  (x) ،nf (x) cos x
L
π  وnf (x)sin x

L
π متناوب با دوره تناوبT L2=  هـاي فـوق بـه     هستند در انتگـرال

]ي جاي بازه ]L, L−  از هر بازه با طولL2 باشند. توانیم استفاده کنیم بنابراین روابط زیر صادق می می  

L
a f (x)dx

L
21

= ∫o o
  

L
n

L
n

na f (x) cos xdx ,n , ,
L L

nb f (x)sin xdx ,n , ,
L L

2

2

1 1 2

1 1 2

π
= =

π
= =

∫

∫

o

o

K

K
  

  فرد
 زوج
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aها در سري فوریه به جاي  در بعضی از کتاب
2
o ازao کنند در اینصورت ضریب استفاده میao شود. ي زیر حاصل می از رابطه  

L

L
a f (x)dx

L
1

2 −
= ∫o  

a: مقدار ثابت سري فوریه2نکته 
( )

2
o نامیم   را مقدار میانگین یا متوسط تابع می  

Lها در یک دوره تناوب) (جمع جبري مساحت

L

a
f (x) dx

L T
1 1

2 2 −
= =∫o  

  : سري فوریه توابع زوج3نکته 

fاگر تابع  (x)  زوج با دوره متناوبT L2=  باشد در اینصورتnf (x)sin x
L
π تابعی فرد است بنابراین  

nb , n , ,1 2= =o K  
L

a f (x) dx
L
2

= ∫o o
  

L
n

na f (x) cos xdx , n , ,
L L
2 1 2π

= =∫o
K  

n
n

a nf (x) a cos x
L12

∞

=

π
= + ∑o  

  : سري فوریه توابع فرد4نکته 

fاگر تابع  (x)  فرد با دوره متناوبT L2= باشد در اینصورتnf (x) cos x
L
π تابعی فرد است بنابراین  

na , a , n , ,12= = =o o o K  
L

n

n
n

nb f (x)sin xdx ,n , ,
L L

nf (x) b sin x
L1

2 12

∞

=

π
= =

π
=

∫

∑

o
K

  

  :5نکته 

fالف) فرض کنید تابع (x) ي متناوب فرد و متناوب با دورهT L2= باشد. تابعf (x) اي به طول نـیم پریـود (   را در بازهL (

دهیم اگر نتیجه بر نیم پریود دیگر تـابع منطبـق    حرکت می Lي  ها قرینه کرده و سپس آن را به اندازهxنسبت به محور 

  باشد. گردد، روابط زیر صادق می

na a , n , ,12= = =o o K  

nb ,n , ,2 1 2= =o K  
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L

n
( n )b f (x)sin x dx

L L
22 1

4 2 1
−

− π
= ∫o

  

fب) فرض کنید تابع (x) ي متناوب زوج و متناوب با دورهT L2= باشد. تابعf (x) اي به طـول نـیم پریـود (    را در بازهL (

aنسبت به خط 
y

2
= o ي  قرینه کرده و سپس آن را به اندازهL جه بر نیم پریود دیگر تابع منطبق دهیم اگر نتی حرکت می

  گردد، روابط زیر صادق است.

n nb , a , n , ,2 12= = =o o K  

aدر این حالت اگر 
2

=o o یم استفاده کنیم.نتوا ي زیر می هاي فرد از رابطه باشد براي محاسبه هارمونیک  

L

n
( n )a f (x) cos xdx

L L
22 1

4 2 1
−

− π
= ∫o  

fج) فرض کنید تابع متناوب  (x) نه زوج و نه فرد باشد. تابعf (x) اي به طول نـیم پریـود   را در بازه(L)    نسـبت بـه خـط

a
y

2
= oي  قرینه کرده و سپس آن را به اندازهL بر نیم پریود دیگر تابع منطبق گردد آنگاه  دهیم اگر نتیجه حرکت می  

n na b , n , ,2 2 1 2= = =o K  

aدر این حالت اگر 
2

=o o هاي فرد از روابط زیر قابل محاسبه هستند. باشد، هارمونیک  

L
n

L
n

( n )a f (x)cos x dx
L L

( n )b f (x) sin x dx
L L

2 1

2 1

2 2 1

2 2 1

−

−

− π
=

− π
=

∫

∫

o

o

  

ــابع1مثـــال  n: در بســـط فوریـــه تـ n
n

a n nf (t) a cos t b sin t
12 3 3

∞

=

π π
= + +∑o (دوره متنـــاوب) ــود اگـــر در یـــک پریـ

t t
t

f (t) t t
t

t t

3 3 2
1 2 1

1 1
1 1 2

3 2 3

− − − ≤ ≤ −
− − ≤ ≤ −= − ≤ ≤
 ≤ ≤

− + ≤ ≤

    باشد، آنگاه ضرایب غیرصفر فقط عبارتند از  

  1(nn,a 2  فرد(nn , a3  زوج(nn,b 4  زوج(nn,b فرد  

  4پاسخ: گزینه 
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fبا توجه به منحنی  (t)  ،در یک دوره متناوبf (t) تابع فرد است بنابراینna a= =o o ي  قرینهf (t)  ي  را در بـازه[ ],3o 

دهیم که بر روي نیم پریود دیگـر تـابع    به سمت چپ انتقال می 3ي  ها به دست آورده و آن را به اندازه tنسبت به محور 

  گیرد بنابراین قرار می

nb , n , ,2 1 2= =o K  

nb2پس فقط   باشد. مخالف صفر می −1

f: هرگاه تابع2مثال  (x)  به صورت زیر تعریف شده باشد، آنگاه در سري فوریهf (x)     فقط چه ضرایبی ممکـن اسـت غیرصـفر

    باشند؟  

sin x x
f (x) , f (x ) f (x)

sin x x
2

4
2
≤ < π

= + π =− − π ≤ <

o
o

  

  ) فرد سینوسی4  ) زوج سینوسی3  ) فرد کسینوسی2  ) زوج کسینوسی1  

  2پاسخ: گزینه 

  
fبا توجه به منحنی (x) ،در یک دوره متناوبf (x)تابعی زوج است بنابراینnb = o  

aبا توجه به منحنی مقدا متوسط تابع صفر است یعنی
2

=o o.  

fي اگر قرینه (x) ي را در بازه[ ],2πoنسبت به خطa
y

2
= =o o  محور)X2ي  ها) به دست آورده و به اندازهπ  به سمت چپ

]ي  انتقال دهیم بر منحنی تابع در بازه ],2− π o گردد بنابراین منطبق میna2 = oباشد. می  

na2فقط   تواند باشد. (فرد کسینوسی) مخالف صفر می −1
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L2با یک دوره متناوب f: سري فوریه مثلثاتی تابع متناوب 3مثال 

L L, x
f (x)

L L, x x L

31
2 2

3 2
2 2

 ≤ <= 
 ≤ < < <

o o

  عبارت است از:  

    

  1 (
n

n

( ) ( n )cos x
( n ) L1

1 1 2 1
2 2 1

∞

=

− − π
+

− π∑  2 (
n n

n n

( ) ( n ) x ( ) ncos sin x
( n ) L n L

2 1

1 1

1 2 1 2 1 1 2
2 2 1

+ −∞ ∞

= =

− − π − π
+ +

− π∑ ∑  

  3 (
n

n

( ) nsin x
n L

1

1

1 1 2
2

−∞

=

− π
+ ∑    4 (

n

n

( ) ( n )cos x
( n ) L1

1 2 1 2 1
2 2 1

∞

=

− − π
+

− π∑  

  4گزینه  پاسخ:

  

  

  

  

  

  

  

  

fتابع (x)  زوج است بنابراینnb = o  نادرست هستند. 3و  2یعنی گزینه  

aمقدار متوسط:
(L)

L
1 1

2 2 2
= =o  

fي قرینه (x) ي  در بازه[ ],Lo  نسبت به خطy 1
2

به سمت راسـت   Lي  به صورت منحنی دوم است اگر آن را به اندازه =

fپریود دیگر  انتقال دهیم به روي نیم (x) گردد بنابراین منطبق میna2 = o  

L
na f (x)cos( n ) x dx

L L2 1
2 2 1−

π
= −∫o

  

L
Ln

L
a cos( n ) xdx sin ( n ) x LL L ( n ) L2 1

2

2 22 1 2 1
2 1

2
−

π π
= − = −

− π∫  

na sin( n ) sin( n )
( n ) ( n )2 1

2 22 1
2 1 2 2 1 2−

π π
= − = − π

− π − π
  

 یا

- 
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ج  

n

n
( )a cos (n )

( n ) ( n )2 1
2 2 1

2 1 2 1−
−

= − π =
− π − π

  

  ) صحیح است.4بنابراین گزینه (

    : سري فوریه تابع زیر کدام است؟  4مثال 

t , t
f (t)

( t) , t

4 2 2
3

4 2 2

π π π − < <= 
π π − π π < <



  

  1 (
n , , ,

sin (nt)
n2

1 3 5

1∞

=
−∑

K
    2(

n , , ,
sin (nt)

n1 3 5

1∞

=
−

π∑
K

  

  3 (
n , , ,

sin (nt)
n2 2

1 3 5

1∞

=
−

π
∑

K
    4 (

n

n , , ,

( ) sin (nt)
n

1
2

2
1 3 5

1
+

∞

=

−
−∑

K
  

  4پاسخ: گزینه 

fتابع (t) ي متناوب  متناوب با دورهT 2= π .است  

nL , n
L
π

= π =  

fمنحنی (t) 3,ي  در بازه 3
2 2
π π −  

  به صورت زیر است: 

 
fتابع (t) فرد است بنابراینna a= =o o  

fاگر منحنی (t) ي را در بازه[ ],−π o  نسبت به محورt ي ها قرینه کرده و به اندازهL = π    به سمت راست انتقال دهـیم بـه

fپریود دیگر  روي نیم (t) شود بنابراین منطبق میnb2 = o  
L

n
( n )b f (t)sin t dt

L L
22 1

4 2 1
−

− π
= ∫o

  

n
( n ) tb t sin t dt cos( n )t sin( n )t

n ( n )

2
22 1 2

4 2 1 12 1 2 1
4 2 1 2 1

π
π

−
 π − π

= = − − + − 
π π − − 

∫o
o
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n n

, n , ,
nb sin( n ) b sin( )

( n ) ,n , , ,
n

2 1 2

2

2 4
1 2 1

22 1 2 1 3 5
−

=
π  π= − ⇒ = 

−  =


o K

K
  

ي  رابطه
nnsin ( ) ( ) , n , ,

1
21 1 3

2

+
π

= − − = K .صادق است  

F(t)در نمایش سري فوریه مثلثاتی تابع :5مثال  sin t cos t2 ])به شکل2π(با پریود =2 ]n n
n

a
a cos nt b sin nt

12

∞

=

+ +∑o  :  

    

  1(a ,a ,a4 2
1 1 1
4 2 4

= − = = −o    2(a ,a ,a4 2
1 1 1
4 2 2

= − = = −o  

  3(a ,a ,a4 24 2 4= = =o    4(a ,a ,a4 24 2 8= = =o  

  2پاسخ: گزینه 

F(t) sin t cos t ( cos t)cos t (cos t cos t)

F(t) (cos t ( cos t)) cos t cos t

2 21 12 1 2 2 2 2
2 2

1 1 1 1 12 1 4 2 4
2 2 4 2 4

= = − = −

= − + = − + −
  

fتابع (t)  به صورت[ ]n n
n

a
a cos nt b sin nt

12

∞

=

+ +∑o نوشته شده است بنابراین  

a , a ,a2 4
1 1 1
2 2 4

= − = = −o  

  ) همگرایی سري فوریه1-3

  شویم. اي آشنا می اي و هموار قطعه ي قطعه در این بخش ابتدا با دو مفهوم پیوسته

fتابع  (x) اگر تعداد نقاط ناپیوستگی منامی اي می ي قطعه را در یک بازه پیوستهf (x)    در این بازه متناهی باشـد و در هـر

fراست ي ناپیوستگی حدود چپ و نقطه (x) .موجود باشد  

fاگر توابع (x) , f (x)′ اي باشند آنگاه تابع ي قطعه در یک بازه پیوستهf (x) نامیم. اي می را هموار قطعه  

  همگرایی سري فوریه (شرایط دیریکله):

fتابع متناوب (x) با دوره متناوبT L2=  مفروض است. اگرf (x)  در( L,L)− ي اي باشد آنگاه سـري فوریـه   هموار قطعه

f (x) باشد. به مقدار زیر همگرا می  

fلف) اگر تابعا (x)  درx a= پیوسته باشد سري فوریهf (x)  بهf (a) باشد. همگرا می  

fب) اگر تابع (x)  درx a= ناپیوسته باشد سري فوریهf (x) باشد. به میانگین حدود چپ و راست تابع همگرا می  
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 ج

x a x a

limf (x) limf (x)1
2 − +→ →

 
= + 

  
  aي  مقدار سري فوریه در نقطه

fي  ج) سري فوریه (x) در نقاط انتهایی بازهx L, x L= −   باشد. به مقدار زیر همگرا می =

x ( L) x L

lim f (x) lim f (x)1
2 + −→ − →

 
 = +
  

  

fتابع :6مثال  (x) .در یک دوره متناوب به صورت زیر تعریف شده است  

, x
x , x

f (x)
x , x
x , x

2

2 3 1
1

2
5 2 3

− ≤ < −
 − ≤ <= 

≤ <
 + ≤ ≤

o

o
  

fمقدار سري فوریه  (x)  2و  -1و  0و  2و  -3و  3و  26را در نقاط-=x .تعیین کنید  

fي مقدار سري فوریهپاسخ: اگر  (x)  را باsf (x) نشان دهیم آنگاه  

s

s
x ( ) x ( )

f ( ) f ( )

f ( ) lim f (x) limf (x) ( )
1 1

2 2 2

1 1 31 2 1
2 2 2− +→ − → −

− = − =

 
 − = + = + =
  

  

sf ( ) f ( )= =o o o  

sf ( ) ( )1 112 4 7
2 2

= + =  

s s
x ( ) x

f ( ) f ( ) lim f (x) lim f (x) ( )
3 3

1 13 3 2 8 5
2 2+ −→ − →

 
 − = = + = + =
  

  

fچون دوره متناوب (x)  برابرT   باشد بنابراین می =6

s s sf ( ) f ( ) f ( ) 1126 26 24 2
2

= − = =  

http://www.SANJESH.IR


  ریاضیات مهندسی
  

WWW.SANJESH.IR    
 

«10» 

  فوریه سینوسیو کسینوسی) ) بسط نیم دامنه (سري1-4

  سري فوریه کسینوسی:

fتابع (x) ي  در بازه( , L)o مفروض است. این تابع را به یک تابع زوج متناوب مانندg (x) دهیم. بسط می  

f (x) , x L
g(x) ,g (x L) g(x)

f ( x) , L x
2

< <
= + =

− − < <

o
o

  

]ي در بازه g(x)ي تابع سري فوریه ],Loسري فوریه کسینوسی تابع ،f (x) باشد. می  

n
n

a nf (x) a cos x , x L
L12

∞

=

π
= + ≤ ≤∑o o  

L
a f (x) dx

L
2

= ∫o o
  

L
n

na f (x) cos x dx ,n , ,
L L
2 1 2π

= =∫o K  

  : همگرایی سري فوریه کسینوسی6نکته 

fاگر تابع (x) ي  در بازه( ,L)o اي باشد آنگاه سري فوریه کسینوسی  هموار قطعهf (x) .همگراست  

fالف) اگر (x) ي  در نقطهa ( ,L)∈ o پیوسته باشد آنگاه سري فوریه کسینوسی در این نقطه بهf (a) باشد. همگرا می  

fب) اگر  (x) ي در نقطهa ( ,L)∈ o  ناپیوسته باشد آنگاه سري فوریه کسینوسی در این نقطه بهf (a ) f (a )1
2

− + +   همگرا

  باشد. می

xر سري فوریه کسینوسی دج)  = o  بهf ( )+o  و درx L=  بهf (L   باشد. همگرا می−(

  سري فوریه سینوسی:

fتابع (x) ي  در بازه( , L)o مفروض است. این تابع را به یک تابع فرد متناوب مانندg(x) دهیم. بسط می  

f (x) , x L
g(x) ,g (x L) g (x)

f ( x) , L x
2

< <
= + =

− − − < <

o
o

  

]ي  ، در بازهg(x)ي تابع سري فوریه ],Lo سري فوریه سینوسیf (x) باشد. می  

n
n

nf (x) b sin x , x L
L1

∞

=

π
= ≤ ≤∑ o  

L
n

nb f (x)sin x dx , n , , ,
L L
2 1 2 3π

= =∫o
K  

  : همگرایی سري فوریه سینوسی7نکته 

fاگر تابع (x) ي  در بازه( ,L)o اي باشد آنگاه سري فوریه سینوسی  هموار قطعهf (x) باشد. همگرا می  
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 ج

fالف) اگر (x) ي  در نقطهa ( ,L)∈ o  به پیوسته باشد آنگاه سري فوریه سینوسی در این نقطهf (a) .همگرا خواهد بود  

fب) اگر (x) ي در نقطهa ( , L)∈ o    ناپیوسته باشد آنگاه سري فوریه سینوسی در این نقطـه بـه مقـدارf (a ) f (a )1
2

− + +  

  باشد. همگرا می

xج) در نقاط  L , x= = o باشد. گرا میمسري فوریه سینوسی به صفر ه  

  : براي تابع زیر ضرایب سري فوریه کسینوسی و سینوسی را تعیین کرده و منحنی دو سري را رسم کنید.7مثال 

, x
f (x)

, x

1
2

2
2

π < <= 
π ≤ < π



o
  

  پاسخ: 

  سري فوریه کسینوسی

nL n
L
π

= π ⇒ =  

n

a f (x)dx dx dx

a cos nx dx cos nxdx

2

2

2

2

2 2 2 3

2 2

π
π π

π

π
π
π

 
= = + = 

π π   
 

= + 
π   

∫ ∫ ∫

∫ ∫

o o o

o

  

n
na sin nx sin nx sin( )

n n n
2 1 2 2

2
2

2

 π π
π = + = −π π π

  o
 

K

, n Knsin( )
( ) , n K1

2
2 1 2 1+

=π = 
− = −

o 

K

k

( )f (x) cos( K )x
( K )1

3 2 1 2 1
2 2 1

∞

=

−
= + −

− π∑ 

  سري فوریه سینوسی:

n

n

b sin(nx)dx sin(nx) dx

b cos(nx) cos(nx)
n n

2

2

2 2

2 1 2
2

2

π
π
π

 
= + 

π   
 π π
 = − − π π
  

∫ ∫o

o

  

n
n

nb cos ( )
n n n

2 1 1 2 1
2
π = + − − π  

  

http://www.SANJESH.IR


  ریاضیات مهندسی
  

WWW.SANJESH.IR    
 

«12» 

n

n

nf (x) (cos ( ) ) sin(nx)
n1

2 1 1 2 1
2

∞

=

π
= + − −

π ∑  

  

  
s cf (x), f (x)  به ترتیب سري فوریه کسینوسی و سینوسی را در یک دوره تناوب[ ],−π π دهند. نشان می  

c c c cf ( ) , f ( ) f ( ) , f ( ) f ( )31 2
2 2 2
π π

= = − = −π = π =o  

s c s s sf ( ) f ( ) f ( ) , f ( ) , f ( )3 3
2 2 2 2
π π

= π = −π = = − = −o o  

f: چنانچه تابع8مثال  (t)  تعریف شده باشد مقابلدر یک دوره تناوب به صورت
, t

f (t)
sin t , t

3

3
3

− < <
=  π

≤ ≤

o o

o
در بسط فوریـه  

nآن به صورت n
n

n nf (t) a (a cos t b sin t)
1 3 3

∞

=

π π
= + +∑o   کدام گزینه صحیح است؟    

  1 (a 2
=

πo  

  ، صفرندaoها بجز،  naي  ) همه2  

1که مساوي b1) بجز 3  
2

  ها صفرند nbاست بقیه  

1که مساوي  b1) بجز 4  
2

1که مساوي b2و  
8

  ها صفرند. nbي  است بقیه 

  3پاسخ: گزینه 

a sin tdt
31 1

6 3
π

= =
π∫o o
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n
nb sin t sin tdt n , ,

31 1 2
3 3 3

π π
= =∫o

K  

t0در بسط سینوسی تابع  3< yو  > sin t
3
π

n  برابرند با ′nbضرایب  =
nb sin t sin tdt

3

0

2
3 3 3

π π′ = ∫  

nb ,b ,n , ,...1 1 0 2 3′ ′= = =  

nبا توجه به تعریف nb ,b′:  

n nb b1
2

′=  

nb , b , n , ,1
1 2 3
2

= = =o K  

  اند. نیز به صورت زیر قابل محاسبهnaاست. ضرایب  3بنابراین گزینه صحیح، گزینه 

n
na sin t cos t dt (sin ( n)t sin ( n)t)dt

3 31 1 1 1
3 3 3 6 3 3

π π π π
= = + + −∫ ∫o o

  

n

cos ( n)t cos ( n)t
a

n n

3

1 11 3 3
2 1 1

π π + − 
= − + 

π + − 
   o

  

n
cos ( n) cos ( n)a

n n n n
1 1 1 1 1

2 1 1 1 1
π + π − = − + − − π + − + − 

  

n

n

, n
cos n ( )a , nn ( n )

( n )
2 2

2

1 2 1 1 2
2 1 1

1

=
π + + − = = =  =π − π − π −

o
  

  گیري از سري فوریه گیري و مشتق ) انتگرال1-5

  گیري از سري فوریه: انتگرال

fاگر سري فوریه تابع (x)  به صورت زیر موجود باشد  

n n
n

a n nf (x) (a cos x b sin x)
L L12

∞

=

π π
= + +∑o  

  آنگاه

n n
n

a L n L nf (x)dx x (a sin x b cos x) c
n L n L12

∞

=

π π
= + − +

π π∑∫ o  

a: اگر 8نکته 
2

≠o o گیري از سري فوریه باشد با انتگرالf (x) ي ، سري فوریـهf (x) dx∫    آیـد بلکـه سـري     بـه دسـت نمـی

 فرد

 زوج
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aي تابع فوریه
f (x)dx x

2
−∫ o گردد. حاصل می  

aي ي فوق، مقدار ثابت بسط فوریه در رابطه C: مقدار 9نکته 
f (x) dx x

2
−∫ o هـاي گفتـه شـده در     باشد که از فرمـول  می

aآید. اگر تابع به دست می  مورد ضرایب فوریه
f (x) dx x

2
−∫ o فرد باشد آنگاهc = o باشد. می  

  گیري از سري فوریه: مشتق

fاگر بسط متناوب  (x) پیوسته بوده وf (x)′ اي باشد آنگاه سري فوریه تابع هموار قطعهf (x)′ ملـه بـه   گیـري ج  از مشتق

fي  جمله از سري فوریه (x) گیري در هر نقطـه   شود و سري حاصل از مشتق حاصل میx   بـه مقـدارf (x ) f (x )1
2

+ − ′ ′+ 

  باشد. همگرا می

n n
n

n n n nf (x) ( a sin x b cos x)
L L L L1

∞

=

π π π π′ = − +∑  

f: از روي سري فوریه تابع9مثال  (x) x , x= − π < < πسري فوریه تابع ،g(x) x , x2= − π < < π  .را تعیین کنید(T )2= π  

  پاسخ:

fتابع (x) :فرد است بنابراین  

nL n
L
π

= π ⇒ =  

n
xb x sin(nx)dx cos nx sin nx

n n2
2 2 1 π− = = + π π  o

  

n
nb ( )

n
2 1= − −  

n

n
x ( ) sin(nx)

n1

2 1
∞

=

= − −∑  

  گیریم: از سري فوریه فوق انتگرال می

n

n

x ( ) cos (nx) c
n

2

2
1

2 1
2

∞

=

= − +∑  

fتابع (x) x= رسیم. مقدار ثابت  گیري به تابع زوج می فرد است بنابراین با انتگرالC  با ضـریبa
2
o    در بسـط فوریـه برابـر

  است.

xC dx
2 21

2 6
π π

= =
π ∫o  
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n

n

x ( ) cos(nx)
n

2 2

2
1

2 1
2 6

∞

=

π
= + −∑  

n

n

( )x cos(nx)
n

2
2

2
1

14
3

∞

=

π −
= + ∑  

ــال  ــه   10مثـ ــی فوریـ ــري کسینوسـ ــه سـ ــط بـ ــر بسـ f: اگـ (x) x , x= < < πo   ــد ــر باشـ ــورت زیـ ــه صـ بـ

f (x) (cos x cos x cos x )2 2
4 1 13 5

2 3 5
π

= − + + +
π

Kبسط به سري فوریه سینوسیg(x) x( x) , x
8
π

= π − < < πo  برابر است

    با:

  1 (
n

sin( nx)
( n)3

1

2
2

∞

=
∑  2(

n

sin( n )x
( n )3

1

2 1
2 1

∞

=

+
+

∑  3 (
n

sin( nx)
n3

1

2∞

=
∑  4 (

n

sin( n )x
( n )3

1

2 1
2 1

∞

=

−
−

∑  

  4پاسخ: گزینه 

n
x cos( n )x

( n )2
1

4 1 2 1
2 2 1

∞

=

π
= − −

π −
∑  

  گیریم: انتگرال میي فوق  از رابطه

n

x x sin( n )x c
( n )

2

3
1

4 1 2 1
2 2 2 1

∞

=

π
= − − +

π −
∑  

Cایم بنابراین تابع حاصل فرد است یعنی چون از یک تابع زوج (سري کسینوسی) انتگرال گرفته = o  

n

xx sin ( n )x
( n )

2

3
1

4 1 2 1
2 2 2 1

∞

=

π
− = −

π −
∑  

n
x( x) sin ( n )x

( n )3
1

8 1 2 1
2 1

∞

=
π − = −

π −
∑  

n
x( x) sin ( n )x

( n )3
1

1 2 1
8 2 1

∞

=

π
π − = −

−
∑  

  تساوي پارسوال:

ــابع  ــر تــ fاگــ (x), L x L− < ــورت      > ــه صــ ــه آن بــ ــري فوریــ ــد و ســ ــدق کنــ ــه صــ ــرایط دیریکلــ در شــ

n n
n

a n nf (x) (a cos x b sin x)
L L12

∞

=

π π
= + +∑o باشد آنگاه تساوي پارسوال به صورت زیر صادق است  

L
n nL

n

a
f (x)dx (a b )

L

2
2 2 2

1

1
2

∞

−
=

= + +∑∫ o  

aاگر در سري فوریه به جاي
2
o  ازa o استفاده شود در اینصورت در تساوي پارسوال به جايa2

2
o ،a22 o گیرد. قرار می  
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f: فرض کنید تابع10نکته  (x) را به صورت ترکیب خطی از توابـعnsin x
L
π  وncos x

L
π      و مقـدار ثابـت تقریـب بـزنیم در

مقـدار  یب فوریه در نظر بگیریم مقدار خطاي تقریب مینیمم خواهد بـود و  ااینصورت اگر ضرایب ترکیب خطی را برابر ضر

  شود. ي زیر تعیین می این خطا از رابطه
KL

n nL
n

a
f (x)dx L( (a b ))

2
2 2 2

12−
=

= − + +∑∫ oحداقل خطاي مربعات  

}: از میان کلیه توابع مجموعه11مثال  }cos x sin x ; , , Rα + β + γ α β γ کدامیک به تـابع زیـر نزدیکتـر هسـتند (بـه معنـی        ∋

    کمترین مربعات)  

x

a(x ) x
f (x)

a(x ) x

x

2

2 2

2 2

2

π −π < < −


π π− + − < <
=  π π − < <


 π < < π


o

o

o

o

  

  1(a a cos x2
4
π

− −
π

  2 (a a cos x2
8
π

− −
π

  3(a a cos x2
8
π

− +
π

  4 (

a a acos x sin x2 2
8
π

− − +
π π

  

  2پاسخ: گزینه 

  
fتابع (x) زوج است بنابراینγ = o باشد. می  

a
a1 2

2 2 8

π
− π π

α = = −
π

  

aa a(x )cos xdx (x )sin x cos x
2

21
2 2

2 2

π
π π π β = = − = − + π π  ∫o

o
  

a2
β = −

π
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tدر یک دوره تناوب به صورت f: تابع متناوب 12مثال  , t
f (t)

t , t
1

2 1 2
≤ ≤

= 
− ≤ ≤

o شود. در اینصورت مقدار انتگرال روبـرو   تعریف می

    کدام است؟  

[ ]f (t) sin t sin t dt
22

2− π − π∫o  

  1(2
3

  2 (2  3 (3  4(8
3

  

  4پاسخ: گزینه 

f (t) .تابعی متناوب زوج است  

nL n
L

1 π
= ⇒ = π  

n
n

a
f (t) a cos(n t)

12

∞

=

= + π∑o  

  تساوي پارسوال:

n
n

a
f (t)dt a

21 2 2

1

2
1 2

∞

=

= + ∑∫ o
o

  

n
n

a
f (t)dt t dt a

21 12 2 2

1

2 22 2
3 2 3

∞

=

= = ⇒ + =∑∫ ∫ o
o o

  

n
n

a
g(t) f (t) sin t sin t a cos(n t) sin t sin t

1
2 2

2

∞

=

= − π − π = + π − π − π∑o  

  باشد: تساوي پارسوال به صورت زیر می g(t)براي تابع

n
n

a
g (t)dt a ( ) ( )

22 2 2 2 2

1

1 2 81 1 2
1 2 3 3

∞

=

= + + − + − = + =∑∫ o
o

  

f (t) sin t sin t) dt
2 2 82

3
− π − π =∫o  

  ) سرعت همگرایی ضرایب فوریه1-6

fتــابع متنــاوب  (x) ــا دوره متنــاوب Tب L2=  مفــروض اســت. اگــرf (x) در شــرایط دیریکلــه صــدق کنــد و در نقــاط

ix ;i , , ,K12= K ي واقع در بازه[ )f (x) , L, L− ناپیوسته با مقادیر جهش زیر باشد  

i
x x x xii

J lim f (x) lim f (x) ;i , , , K1 2
+ −→ →

= − = K  

  آیند: در اینصورت ضرایب فوریه از روابط زیر به دست می
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K

n n i i
i

L na b J sin( x )
n n L1

1

=

π′= − −
π π ∑  

K

n n i i
i

L nb a J cos( x )
n n L1

1

=

π′= +
π π ∑  

nدر روابط فوق nb , a′ fي تابع ضرایب فوریه′ (x)′ باشند. می  

fمتناوب: سري فوریه تابع 13مثال  (x) x ; x ,f (x ) f (x)1 1 2= − ≤ ≤ +   را تعیین کنید. =

fپاسخ: تابع (x) زوج است بنابراین  

n
n

a nf (x) a cos x
L12

∞

=

π
= + ∑o  

n
n

a
L f (x) a cos (n x)

1
1

2

∞

=

= ⇒ = + π∑o  

L
a f (x)dx xdx

L
12 2 1= = =∫ ∫o o o

  

  
K

n n i i
i

a b J sin(n x )
n n 1

1 1

=

′= − − π
π π ∑  

fتابع (x) اي ناپیوستگی ندارد بنابراین: در هیچ نقطه  

n na b
n
1 ′= −
π

  

K

n n i i
i

b a J cos(n x )
n n 1

1 1

=

′ ′′ ′= + π
π π ∑  

fتابع (x) اي درجه یک است بنابراین  در هر زیر بازه چند جملهf (x)′  به صورت مقدار ثابت بوده وf (x)′′  برابر صفر است

′′naپس = o  
K

n i i
i

b J cos(n x )
n 1

1

=

′ ′= π
π ∑  

]ي  در بازه ),1 fنقاط ناپیوستگی  −1 (x)′ به صورتx ,1= − o باشند بنابراین می  

x J f (( ) ) f (( ) )1 11 1 1 2+ −′ ′ ′= − ⇒ = − − − = −  
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 ج

x J f ( ) f ( )2 2 2+ −′ ′ ′= ⇒ = − =o o o  
n n

n

n
n n

b ( cos( n ) cos( )) ( ( ) ) ( ( ) )
n n n

a b ( ( ) )
n n2 2

1 1 22 2 2 1 2 1 1

1 2 1 1

′ = − − π + = − − + = − −
π π π

′= − = − − −
π π

o  

n

, n
a

, n
n2 2
4

=
= − = π

o
  

n
f (x) cos( n ) x

( n )2 2
1

1 4 1 2 1
2 2 1

∞

=

= − − π
π −

∑  

f: الف) اگر تابع11نکته  (x) داراي سري فوریه با ضرایبa o،na  وnb باشد در اینصورت  

n n
n n

lim a lim b
→∞ →∞

= = o  

nب) حــداقل ســرعت همگرایــی ضــرایب nb ,a  ــا Kبــه صــفر هــم ارز ب
n

K)اســت  R)∈ هــایی ماننــد بنــابراین دنبالــه

n n,
nn n

2

2
1

2 35
+

++
,ارز کــه هــم 

n
1 1

2
هــاي  ي یــک تــابع باشــند ولــی دنبالــه تواننــد ضــرایب فوریــه نمــی باشــند. مــی 

n n2
1

2 3 1+ +
nو 

n2
2
5

+

+
ي ضرایب فوریه باشند چون هم ارز  توانند نشان دهنده می

n2
1

2
و 

n
  هستند.1

m): اگر توابع 12نکته  )f (x) , f (x) , , f (x)1−′ K پیوسته و تابع(m)f (x)   ناپیوسته باشد آنگاه حداقل یکـی از ضـرایبna   یـا

nb رعت همگرایی با س
m
K

n 1+
کند و سرعت همگرایی ضریب دیگر به صفر حداقل برابر  به صفر میل می 

m
K

n 1+
  باشد. می 

  بنابراین نتیجه زیر صادق است

fاگر تابع  (x) ي ناپیوستگی داشته باشد آنگاه حداقل یکی از ضرایب  نقطهna  یاnb  با سرعتK
n

باشد  به صفر همگرا می 

Kو سرعت همگرایی ضریب دیگر حداقل
n

  .باشد می 

f: توابع14مثال  (x) , f (x)′ پیوسته و تابعf (x)′′ ي ناپیوستگی دارد. کدام گزینـه در مـورد سـرعت همگرایـی ضـرایب       نقطه

fي تابع  فوریه (x) تواند صادق باشد. می  

n) سرعت همگرایی 1   nb ,a به صفر برابرK
n2 .باشد  

Kبه صفر برابر na) سرعت همگرایی 2  
n2  و سرعت همگراییnb  به صفر برابرK

n3 باشد.  

Kبه صفر برابر na) سرعت همگرایی3  
n3

Kبه صفر برابر  nbو سرعت همگرایی  
n4

  باشد. 

 فرد

 زوج
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n) سرعت همگرایی 4   nb ,a به صفر برابرK
n4

  باشد. 

  3پاسخ: گزینه 

fچون  (x) , f (x)′  پیوسته وf (x)′′  ناپوسته است بنابراین حداقل یکی از ضرایبna  یاnb    داراي سـرعت همگرایـیK
n3

 

Kباشد و سرعت همگرایی ضریب دیگر به صفر حداقل برابر  می
n3 .خواهد بود  

f: در بســط تــابع پریودیــک 15مثــال  (x) بــه ســري فوریــه، ضــرایبn nb ,a  دســت آمــده اســت.بــه بــه صــورت زیــر

n n
( e ) n ( e )a , n , b

n n

1 1

2 2 2 2
2 1 4 1
1 4 1 4

− −− π −
= ≠ =

+ π + π
o  .آنگاه    

f) تابع1   (x) باشد. و مشتقات اول و دوم آن پیوسته بوده است ولی مشتقات مرتبه بالاتر ناپیوسته می  

n) عبارت داده شده براي 2   nb ,a توانند بیانگر ضرایب فوریه براي یک تابع پریودیک باشند. نمی  

f) تابع3   (x) باشد. حداقل داراي یک نقطه انفصال در پریود اصلی خود می  

  .دینتوانند پیوسته و یا ناپیوسته بودن تابع پریودیک را مشخص نما ) ضرایب فوریه نمی4  

  3پاسخ: گزینه 

bسرعت همگرایی ضرایب na ,a رابربه صفر به ترتیب بK K,
n n2

Kها برابر  باشد یعنی حداقل سرعت همگرایی آن می 
n

است  

f)، تابع12بنابراین براساس نکته ( (x) .حداقل یک نقطه انفصال در پریود اصلی خود خواهد داشت  

  ها با استفاده از سري فوریه : محاسبه سري13نکته 

می سري را از لحاظ سـرعت همگرایـی بـا    ي عمو ي یک تابع، جمله براي تعیین مقدار یک سري با استفاده از سري فوریه

  پذیر است. کنیم در اینصورت حالات زیر امکان ضرایب فوریه مقایسه می

همگرایی هر دو یکسان باشد در اینصورت با عددگذاري مناسب در سري فوریه، احتمالاً مقدار سري قابل الف) اگر سرعت 

  محاسبه است.

mب) اگر سرعت همگرایی در سري
K
n

1
mسري فوریهو در ضرایب 2

K
n

  باشد. 2

(K ,K R)1 2   در اینصورت احتمالاً با استفاده از تساوي پارسوال در سري فوریه، مقدار سري قابل محاسبه است. ∋

mج) اگر سرعت همگرایی در سري
K

n
1

1+
mو در ضرایب سري فوریه

K
n

باشد در اینصورت احتمالاً با انتگرال گیـري از سـري    2

  ست.فوریه و سپس عددگذاري مناسب، مقدار سري قابل محاسبه ا
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ج  

د) اگر سرعت همگرایی در سري
m
K

n
1

1−
و در ضرایب سري فوریه  

m
K
n

گیـري از سـري    باشد در اینصورت احتمالاً با مشتق 2

  فوریه و سپس عددگذاري مناسب، مقدار سري قابل محاسبه است.

fي کسینوسی  : اگر بسط فوریه16مثال  (x) sin x , x= < < πo  زیر باشد.به صورت  

n

cos nf (x) cos nx
n2

1

2 2 1
1

∞

=

+ π
= −

π π −
∑  

2  آنگاه مقدار سري مقابل 2 2 2 2 2
1 1 1

1 3 3 5 5 7
+ + +

× × ×
K  

  )71برابر است با: (برق ـ 

  1(
2 8
8

π −  2(
2 8
4

π −  3(
2 8
16

π −  4(
2 8
12

π −  

  3پاسخ: گزینه 

k k
S

( K ) ( K ) ( K )2 2 2 2 2 2 2 2
1 1

1 1 1 1
1 3 3 5 2 1 2 1 4 1

∞ ∞

= =

= + + = =
× × − + −

∑ ∑K  

, n
cos n

, n
1

2
=

+ π = 
=

o  

k
f (x) cos kx

K2
1

2 4 1 2
4 1

∞

=

= −
π π −

∑  

  :مکنی ، از تساوي پارسوال استفاده میSي ضرایب فوریه و جمله عمومی سري  با مقایسه

K
sin xdx

( K )
2

2 2 2 2
1

2 8 16 1
4 1

∞π

=
= +

π π π −
∑∫o  

S S
2

2 2
8 16 81

16
π −

= + ⇒ =
π π

  

: به کمک تابع نشان داده شده در شکل مقدار17مثال 
n

sin(na)
n1

∞

=
    برابر است با:   ∑

  

  1(aπ  2 (aπ −  3(a
2

π −  4(a( a)π −  

  3پاسخ: گزینه 

  فرد
 زوج
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f (x):تابعی زوج است بنابراین  

a a na dx , n
L

2 2 π
= = =

π π∫o o
  

a
n

a
a cos nxdx sin (nx) sin(na)

n n
2 2 1 2

= = =
π π π∫o o

  

n

af (x) sin(na) cos(nx)
n1

2∞

=

= +
π π∑  

xي  در نقطه = o تابعf (x) پیوسته بوده وf ( ) 1=o :است بنابراین  

n n

a sin(na) sin(na) a
n n1 1

21
2

∞ ∞

= =

π −
= + ⇒ =

π π ∑ ∑  

f: اگر 18مثال  (x) x , x2 1= + − π < < π داراي سري فوریهn

n

sin nxf (x) ( )
n1

1 4 1
∞

=

= − هـاي زیـر    باشد. کدامیک از عبـارت ∑−

    درست خواهد بود؟  

fتوان سري فوریه تابع گیري جمله به جمله از سري فوق می ) با انتگرال1   (x) x x, x2= + − π < < π .را به دست آورد  

g(x)توان سري فوریه تابع فوق میگیري جمله به جمله از سري  ) با مشتق2   , x2= − π < < π .را به دست آورد  

1) حد سري متناوب3   1 11
3 5 7

− + − +K برابر
4
π شود. حاصل می  

xدر نقطه ناپیوستگی f) مقدار تابع 4   = π  بر حسب سري فوریه فوق برابرf ( ) 2π   خواهد بود. =

  3پاسخ: گزینه 

( )n

n
x sin nx

n

∞

=−

−
+ = − ∑

1

12 1 1 4  

  گیریم: از سري فوریه فوق انتگرال می
n

n

( )x x x cos nx c
n

2
2

1

14
∞

=

−
+ = + +∑  

n

n

( )x cos nx c
n

2
2

1

14
∞

=

−
= +∑  

fگیري از سري فوریه  بنابراین با انتگرال (x)سري فوریه ،x2 ي  شود نه سري فوریه حاصل میx x2  1، بنـابراین گزینـه   +

  نادرست است.

fبسط متناوب (x) توانیم از سري فوریه  باشد بنابراین نمی پیوسته نمیf (x)     نادرسـت   2مشتق بگیـریم. بنـابراین گزینـه

  است.

xمقدار سري فوریه در  = π :برابر است با  
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 ج

x x ( )

(lim f (x) lim f (x)) ( )1 1 2 1 2 1 1
2 2− +→π → −π

+ = π + − π + =  

  نادرست است. 4بنابراین گزینه 

fتابع (x)  درx
2
π

fپیوسته بوده و  = ( ) 1
2
π

= π   بنابراین: +

  
n

n

( ) nsin( )
n1

11 1 4
2

∞

=

− π
π + = − ∑  

n

n

( ) nsin
n

1

1

1
2 4

+∞

=

− π π
=∑  

K

K K

( K ) ( )sin
K K

1

1 1

1 2 1 1
2 1 2 4 2 1 4

+∞ ∞

= =

− π π − π
= ⇒ =

− −∑ ∑  

1 1 11
3 5 7 4

π
− + − + =K  

f: بســط فوریــه تــابع متنــاوب19مثــال  (x) x : x= −π ≤ ≤ π  برابــر اســت بــاcos x cos x( )2 2
4 3

2 1 3
π

− + +
π

Kدر اینصــورت

n

n

( )
( n )3

1
2 1

∞

=

−

+
∑

o
    با کدام گزینه برابر است؟   

  1 (
3

32
π  2 (

2

32
π  3 (

3

16
π  4(

33
32
π  

  1پاسخ: گزینه 

cos x cos xx ( ) , x2 2
4 3

2 1 3
π

= − + + − π ≤ ≤ π
π

K  

از طرفین تساوي فوق از صفر تا
2
π گیریم: انتگرال می  

cos x cos xx dx ( )dx
2

2 2
2 2

4 3
4 1 3

π ππ
= − + +

π∫ ∫o o
K  

x dx xdx
2

2 2
8

π π π
= =∫ ∫o o

  

cos x cos x( )dx
3

2
2 2

3
321 3

π π
+ + =∫o

K  

sin x sin x 3 32
3 3 3 3 3

3 1 1 1
32 321 3 1 3 5

π
π π + + = ⇒ − + − =  o

K K  

http://www.SANJESH.IR


  ریاضیات مهندسی
  

WWW.SANJESH.IR    
 

«24» 

n

n

( )
( n )

3

3
1

322 1

∞

=

− π
=

+
∑

o
  

  ) سري فوریه مختلط1-7

fاگر (x) ي متناوب  تابعی متناوب با دورهT L2=  باشد در اینصورت  
ni x
L

n
n

f (x) c e
π+∞

=−∞

= ∑  

ni xL L
n L

C f (x)e dx
L
1

2

π
−

−
= ∫  

  نامیم. را ضرایب مختلط فوریه می nCضرایب

f: سري فوریه مختلط در نقاط پیوستگی14نکته  (x) باشد و اگر  به مقدار تابع همگرا میf (x)  درx a=   ناپیوسته باشـد

xدر اینصورت سري فوریه مختلط در a=به مقدارf (a ) f (a )1
2

− + +  ا خواهد بود.همگر  

n: بین ضرایب فوریه15نکته  n(b ,a n(cو ضرایب مختلط فوریه (   باشد. روابط زیر صادق می (

n n na c c−= +  

n n nb i(c c )−= −  

n n
n n n

n n

a Re(C )
c (a ib )

b Im(C )
21
22

=
= − ⇒

= −
  

xfي تـابع  : صورت مختلط سري فوریه20مثال  (x) e ; x , f (x ) f (x)2= −π < < π + π را بیابیـد و بـا اسـتفاده از آن صـورت      =

  حقیقی سري فوریه را تعیین کنید.

  پاسخ:

nL n
L
π

= π ⇒ =  

inx
n

n
f (x) C e

+∞

=−∞

= ∑  

x inx ( in) x
nC e .e dx e dx11 1

2 2
π π− −
−π −π

= =
π π∫ ∫  

( in)x
nC e

in
11 1

2 1
− π

=
−ππ −

  

( in) ( in)
nC e e

in
1 11 1

2 1
− π − − π = − π −
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 ج

n

n
(e e )( )C

( in)
1

2 1

π −π− −
=

π −
  

n

n
(e e )( ) ( in)C

( n )2
1 1

2 1

π −π− − +
=

π +
  

n
n

sinh inC ( )
n2

1 1
1

π +
= −

π +
  

  سري فوریه مختلط:

x n inx

n

sinh ine ( ) e
n2

1 1
1

+∞

=−∞

π +
= −

π +
∑  

n

n n n
sinh ( )a c c

n2
2 1

1−
π −

= + =
π +

  

n

n n n
sinh ( ) nb i(c c )

n2
2 1

1−
π −

= − = −
π +

  

xa e e sinhe dx1
2 2 2

π −ππ

−π

− π
= = =

π π π∫o  

n
x

n

sinh sinh ( )e (cos nx n sin nx)
n2

1

2 1
1

∞

=

 π π −
= + − 

π π +  
∑  
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  مجموعه تست

fاي  سري فوریه تابع دوره ـ1 (t)  با دورهT:, t
f (t) ,T

, t
2 1 1

4
1 3
− < <

= =
< <o

    کدام است؟

  1(sin t sin t4 1 31
2 3 2
π π + − + π  

K  2 (cos t cos t1 2 1 3
2 3

 + π − π + π  
K  

  3 (cos t cos t4 1 31
2 3 2
π π + − + π  

K  4 (sin t cos t4 1 31
2 3 2
π π + − + π  

K  

x−πاگر براي  ـ2 < < π   داشـته باشـیمsin x sin x sin xx ( )2 32
1 2 3

= − + −K   در اینصـورت عبـارت( x)(x )π − + π  در بـازه

x−π < < π با کدام گزینه برابر است؟    

  1(sin x(sin x ...π − − +
2

2 2 24 4  2 (cos x cos x cos x( )
2

2 2
2 34

2 1 2 3
π

− − + −K  

  3 (cos x cos x cos x( )
2

2 2
2 2 34
3 1 2 3
π

+ − + −K  4 (cos x cos x cos x( )
2

2 2
2 34

3 1 2 3
π

+ − + −K  

سري فوریه  ـ3
x , x

f (x)
x , x

2

2

π + − π < <= π − < < π


o

o
    ، به کدام صورت است؟  

  1(n

n
( ) cos nx

n
1

2
1

2 1 1
∞

+

=

−
π ∑    2(n

n
( ) cos nx

n
1

2
1

2 1 1 1
∞

+

=

 − + π ∑  

  3(n

n
( ) sin nx

n2
1

2 1 1 1
∞

=

 − − π ∑    4(n

n
sin nx ( ) cos nx

n2
1

2 1 1
∞

=

 + − π ∑  

xfسري فوریه تابع ـ4 (x) cos , x
2

= −π ≤ ≤ π  :عبارتست از    

  1 (
n

n

( )f (x) cos nx
n2

1

2 1 1
1 4

∞

=

−
= +

π π −
∑  2(

n

n

( )f (x) cos nx
n2

1

2 1 4
1 4

∞

=

−
= −

π π −
∑  

  3(
n

n

( )f (x) cos nx
n2

1

2 1 1
1 4

∞

=

−
= −

π π −
∑  4(

n

n

( )f (x) cos nx
n2

1

2 1 4
1 4

∞

=

−
= +

π π −
∑  

sinبا ضابطه  fدر بسط به سري فوریه تابع  ـ5 x , x
f (x)

, x
− π < <

= 
< < π

o
o o

    کدام است؟   b1مقدار  

  1(1
2

−  2 (2-  3(1
2

  4 (2  
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ج  

ــ6 ــهـ ــط فوری nnضریب بس , a≠ o ــابع ــراي ت xب
f (x)

x
5

3 5
− < <

=  < <

o o
o

ــود   ــر پری Tاگ ــت؟  =10 ــدام اس ــد، ک   باش

    

ncos) 3  3) 2  ) صفر1   x
5
π  4(nsin x

5
π  

Pمقدار سري فوریه تابع متناوب  ـ7 2= π ،f (x) x x , x2= + − π < < π  در نقطهx = π   کدام است؟    

  1 (π  2 (2π  3 (
2

4
π  4 (2π + π  

aضرایب ـ8 ,a2 در سري فوریه کسینوس تابع 3
, x

f (x)
, x

1
2

2
2

π ≤ ≤=  π ≤ ≤ π


o
    اند؟   کدام 

  1(a , a2 3
2

3
= =

π
o  2 (a , a2 3

2 2
3 5

= = −
π π

  3 (a , a2 3
2

3
= =

π
o  4 (a , a2 3

2
5

= = −
π

o  

fدر بسط فوریه تابع  ـ9 (t) با دوره تناوبT   که به شکل زیر معرفی شده است =2

t , t
f (t)

t , t
1 1
1 1

+ − ≤ ≤
= 

− < ≤

o
o

  

nدر  a3ضریب  n
n

f (t) a (a cos n t b sin n t)
1

∞

=

= + π + π∑o کدام است؟    

  1 (2
2

9
−

π
  2(2

2
9π

  3 (2
4

9
−

π
  4 (2

4
9π

  

cosضریبـ در بسط فوریه تابع متناوب شکل روبرو 10 x4   کدام است؟    

  

  1 (1
2

−
π

1) 3  ) صفر2  
2π

  4 (1
4π

  

,سري فوریه ـ11 x
f (x)

, x
1 4

1 4
− − ≤ ≤

=  ≤ ≤

o
o

    کدام است؟ 

  1 (
n

nsin( x)
n1

8
4

∞

=

π
π∑    2 (

n

nsin ( x)
n1

4
4

∞

=

π
π∑  

  3 (
n

nsin( x)
( n )

8 2 1
2 1 4

∞

=

−
π

π −∑
o

  4(
n

nsin( x)
( n )

4 2 1
2 1 4

∞

=

−
π

π −∑
o
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sin ـدر بسط فوریه تابع متناوب شکل زیر ضریب12 x5 کدام است؟    

  

1)2  ) صفر1  
5π

  3(2
5π

  4(2
5

−
π

  

fـ براي تابع متناوب13 (t)   بـه صـورتt1 1− < fو ≥ (t) t=    بسـط فوریـه عبـارت اسـت از
n

n

( ) sin n tf (t)
n

1

1

2 1 +∞

=

− π
=

π در  ∑

g(t)اینصورت بسط فوریه تابع t , t2 1 1= − <     چه خواهد بود؟   ≥

  1 (
n

n

( )g(t) cos n t
n2 2

1

2 4 1
3

∞

=

−
= + π

π
∑  2 (

n

n

( )g(t) cos n t
n2 2

1

1 2 1
3

∞

=

−
= + π

π
∑    

  3 (
n

n

( )g(t) cos n t
n

1

2 2
1

2 4 1
3

+∞

=

−
= + π

π
∑  4(

n

n

( )g(t) cos n t
n2 2

1

1 4 1
3

∞

=

−
= + π

π
∑  

f ـدر بسط تابع14 (x) x2=  در فاصله( , )−π π ضریب به سري فوریهcos x8 کدام است؟      

  1(1
16

  2 (1
8

  3 (1
16

−  4 (1
8

−  

f ـتابع15 (x) xsin( )
x
1

x−πرا در محدوده = < < π توان گفت این تابع: در نظر بگیرید، در اینصورت می      

  باشد چون داراي ناپیوستگی در محدوده است. ) داراي بسط فوریه نمی1  

  باشد. ) داراي بسط کسینوسی فوریه در محدوده است چون تابع زوج می2  

  باشد چون تابع نوسانی (پریودیک) نیست. ) در محدوده داراي بسط فوریه نمی3  

  باشد. باشد چون تعداد حداکثر و حداقل آن محدود نمی داراي بسط فوریه نمی  ) در محدوده4  

xـــ ـدر ســـري فوریـــه مثلثـــاتی تـــابع متنـــاوب 16 , x L
f (x)

L x , L x L2 2
≤ ≤

=  − < ≤

o بـــا دوره تنـــاوب ،L2یعنـــی ،

n n
n

a n na cos x b sin x
L L12

∞

=

π π + +  
∑o :داریم    

  1(Ka = o که در آنK , , , , ,12 3 4= o K  

  2(n Kb , a2= =o oبه ازايK, n N∈  

  3 (n Kb , a2 1−= =o oبه ازايK, n N∈  

  4 (k na ,b≠ =o oبه ازايn N∈  و هرK , , , , ,12 3 4= o K  
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 ج

Tـ هرگاه بسط فوریه یک تابع تناوبی براي دوره تناوب17 2= π :به صورت  

n n
n

f (x) a (a cos nx b sin nx)0
1

∞

=
= + +∑  

)براي b3باشد، مقدار  )f x cos x sin x = + − 
 

2
2 1

    کدام است؟  2

  1 (1
2

−  2 (1
4

−  3 (1
2

  4 (1
4

  

fبسط فوریهـ با استفاده از 18 (x) x2=  در محدودهx−π < < π توان نشان داد که: می    

  1 (
n n

2

2
1

1
6

∞

=

π
= ∑  2 (

n n

2

2
1

1
3

∞

=

π
= ∑  3(

n n
2

2
1

1∞

=

π = ∑  4 (
n n

2

2
1

1
2

∞

=

π
= ∑  

xـ اگر براي 19 2< <o :داشته باشیمx x xx (sin sin sin )4 1 2 1 3
2 2 2 3 2

π π π
= − + −

π
K   در این صـورت ضـریب جملـهcos xπ  در

x(xبسط عبارت      عبارت است از: −1(

  1(2
2
π

  2 (2
4
π

  3 (2
8
π

  4 (2
16
π

  

ـ اگر20
Lx , x

f (x)
L(L x) , x L

3
1
2 3

 ≤ ≤= 
 − < <


o
nو  

n

nf (x) b sin x
L1

∞

=

π
= گاه این رابطـه سـري    اند، آن ها ضرایب ثابت nbکه در آن  ∑

    کند که کدام یک از روابط زیر صحیح باشند؟ ایجاب می

  1(
Lx , x

f (x)
L(L x) , L x

3
1
2 3

− − ≤ ≤= 
 + − ≤ < −


o
  2(

Lx , x
f (x)

L(L x), L x

3
1
2 3

 − ≤ ≤= 
 − − ≤ < −


o
  

  3(
L(L x) , L x

f (x)
Lx , x L

1 5
2 3

5 2
3

 − ≤ ≤= 
 < ≤


  4 (
L(L x) ,L x

f (x)
Lx L , x L

1 5
2 3

52 2
3

 − ≤ ≤= 
 − < ≤


  

fاي  ـ سري فوریه تابع پیوسته تکه21 (x)  در بازه[ ],3 nشـود  بصورت زیر تعریف می −3 n
n

n x n xa (a cos( ) b sin( ))
1 3 3

∞

=

π π
+ +∑o

fاگر تابع (x)  :برابر با, x
f (x)

x , x
3

3
− ≤ ≤

= 
≤ ≤

o o
o

nباشد، ضرایب سري فوریه: به ترتیب  nb ,a ,ao :برابر هستند با     

  1 (
nn sin( )sin( )

, ,
n n2 2

3 13 322
2

π π −−   
π π

  2([ ]cos(n )cos(n ) , ,
n n2 2

3 13 3
4

π −− π
π π

  

  3(
nsin( )

cos(n ) , ,
n n2 2

3 1
3 32

4

π − − π  
π π

  4 ([ ]
nsin( ) cos(n )

, ,
n n

π
− π −

π π2 2

3 3 1 32
2  
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ـ سري فوریه تابع:22
, x

f (x ) f (x) , f (x) , x
, x

2 1
4 1 1 1

1 2

− < < −
+ = = − < <
 < <

o

o
    به کدام شکل است؟   

  1 (x x xf (x) (cos cos cos )1 2 1 3 1 5
2 2 3 2 5 3

= − − + +
π

K  2 (x x xf (x) (cos cos cos )1 2 1 3 1 5
2 2 3 2 5 3

= + − + +
π

K  

  3 (xf (x) (cos cos x cos x )1 2 1 3 1 5
2 2 3 2 5 2

π π π
= + − + +

π
K  4(xf (x) (cos cos x cos x )1 2 1 3 1 5

2 2 3 2 5 2
π π π

= − − + +
π

K  

    است؟ 2πپذیر و متناوب با دوره تناوب  ي تابعی انتگرال  ـکدام سري، سري فوریه23

  1(
n

cos nx
n2

∞

=
∑  2(

n

n

( ) sin nx
n

1

1

2 1 −∞

=

−∑  3 (
n

(Lnn) cos nx
2

∞

=
∑  4 (

n

sin(n )x
n2

1∞

=

−∑  

,ي تابع متناوب  ـسري فوریه24 x
f (x)

, x1
− π ≤ <

=  ≤ < π

o o
o

    کدام است؟  

  1 (
K

cos kx
k1

2 2
2

∞

=π ∑    2 (
K

sin( K )x
( K )

1 2 2 1
2 2 1

∞

=

+
+

π +∑
o

  

  3 (
K

K

( ) sin kx
K

1

1

1
2

−∞

=

π −∑    4 (
K

( sin( K )x cos kx)
K K1

1 12 1
2 1

∞

=

+ +
+∑  

fـ اگر سري فوریه تابع25 (t ) f (t) , f (t) t , t22 2+ = = < <oبصورت
n

cos n t ( )sin n t
nn2 2

1

4 4 4
3

∞

=

− + π + π ππ 
باشد، مطلـوب   ∑

است محاسبه 
n n4

1

1∞

=
∑:    

  1(
4

6
π  2 (

2

9
π  3 (

4

90
π  4 (

4

96
π  

]در بازه fـ تابع 26 ], πo  به صورتf (t) cos t2=    تعریف شده است. در این صورت سري فوریه کسینوسی نـیم دامنـهf   برابـر
    است با:

  1 (cos t1 1 2
2 2

+  2(sin t1 1 2
2 2

+  3 (
n

n

( ) sin(nt)
n1

1 1
2

∞

=

−∑  4 (
n

cos nt
n

∞

=

+ ∑
1

1 1
2  

sin ـبسط کسینوسی تابع27 x  در محدودهx
2
π

< <oبه کدام صورت است؟    

  1 (
n

sin x cos(nx)
n2

1

4

4 1

∞

=

−
π=
−

∑  

  2(
n

n
sin x cos( nx)

n2
1

4

2
4 1

∞

=

−
π=

−
∑  

  3 (
n

sin x cos( nx)
n2

1

4
2 2

4 1

∞

=

−
π= +

π −
∑  

  باشد چون تابع فرد و بسط زوج است. ) تابع داراي بسط مذکور نمی4  
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 ج

غیرصـفر اسـت تعریـف آن بـه صـورت       fاي کـه   را بنویسـید هرگـاه در ناحیـه    fدامنه تابع  میـ سري فوریه کسینوسی ن28

f (x) H( x) H( x) H( x)2 1 2= − − − + ,باشد که در آن − x
H(x)

, x
1 >

= 
<

o
o o

    

  1 (
m

m

( ) ( m ) xf (x) ~ cos
( m )

1

1

4 1 2 1
2 1 2

−∞

=

− − π
π −∑  2 (

m

m

( ) ( m ) xf (x) ~ cos
( m )

1

1

2 1 2 1
2 1 2

−∞

=

− − π
π −∑  

  3 (
m

m

( ) ( m ) xf (x) ~ cos
( m )

1

1

4 1 2 1
2 1 2

−∞

=

− − − π
π −∑  4 (( ) ( )

( )
( )m

m

m x
f x cos

m

∞

=

− − π
−

π −∑
1

2 1 2 1
2 1 2  

 ـهرگاه29
n

sin nxf (x)
n2

1

∞

=

= Iباشد، حاصل ∑ f (x)sin xdx3π
= ∫o

    کدام گزینه است؟   

3) 2  ) صفر1  
8
π  3 (3

16
π  4(13

36
π  

]ـ سري فوریه مثلثاتی تابع30 ]f (x) x x=     را بعد از تشخیص دوره متناوب آن بنویسید   −

  1(
n

sin( n x)
n1

1 2
2

∞

=

π
+

π∑    2 (
n

sin( n x)
n1

1 2
2

∞

=

π
−

π∑  

  3 (
n

sin( n x)
n1

21
∞

=

π
+

π∑    4 (
n n

cos( n x) sin( n x)
n(n )2

1 1

1 2 2
2

∞ ∞

= =

π π
+ −

ππ
∑ ∑  

xfدامنه تابع  ـسري فوریه کسینوسی نیم31 (x) cos , x1
2

= + ≤ ≤ πo   کدام است؟    

  1(
n

n

( ) cos nx
n

1

21

2 1 11
1
4

−∞

=

−
+ +

π π −
∑  2(

n

n

( ) cos nx
n21

2 1 11
1
4

∞

=

−
+ +

π π −
∑  

  3(
n

n

( ) cos nx
n

1

21

4 1 12
1
4

−∞

=

−
+ +

π π −
∑  4(

m

m

( ) ( m )xcos
m( m )

1

1

2 1 1 2 11
2 2 1 2

−∞

=

− −
+ +

π π −∑  

fدامنه تابع  ـسري فوریه کسینوسی نیم32 (x) x , x
2
π

= − ≤ < πo  کدام است؟ ،    

  1(
m

cos( mx)
m2

1

1 2
∞

=

−
π

∑    2 (
m

cos ( m )x
( m )2

1

4 2 1
2 2 1

∞

=

π
+ − −

π −
∑  

  3 (
m

cos( m )x
( m )2

1

4 2 1
2 1

∞

=

−
−

π −
∑  4 (

m
cos( m )x

( m )2
1

4 2 1
2 1

∞

=
−

π −
∑  
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,xـ سري فوریه مثلثاتی تابع33 x L
f (x)

L x, L x L2 2
≤ ≤

=  − ≤ ≤

oباشد به صورت زیر می  

k k
k

a k kf (x) (a cos x b sin x)
L L12

∞

=

π π
= + +∑o  

    کدام گزینه صحیح است؟  

  1(Kb , a L= =oo  2 (K
L Lb , a

K
2

2
= =

π o  3 (Kb , a L2= =oo  4 (K
Lb , a L

K
2

= =
π o  

f ـسري فوریه تابع متناوب34 (x) x , x= − π < ≤ π  2با دوره تناوبπ کدام است؟     

  1 (m

m

cos( m )x( )
( m )2

4 2 11
2 2 1

∞

=

π +
− −

π +
∑

o
  2 (

m

cos( m )x
( m )2

4 2 1
2 2 1

∞

=

π +
−

π +
∑

o
  

  3 (
m

cos( m )x
m

2 2 1
2 2 1

∞

=

π +
−

π +∑
o

    4 (m

m

cos( m )x( )
( m )2

2 2 11
2 2 1

∞

=

π +
− −

π +
∑

o
  

f ـسري فوریه 35 (x) sin( x), x L
L
π

= < <o کدام است؟    

  1(x x xf (x) ( cos cos cos )
L L L

2 4 1 2 1 4 1 6
1 3 3 5 5 7

π π π
= − + + +

π π × × ×
K  

  2(x x xf (x) ( cos cos cos )
L L L

2 4 1 2 1 4 1 6
1 3 3 5 5 7

π π π
= + + + +

π π × × ×
K  

  3(x x xf (x) ( cos cos cos )
L L L

2 4 1 2 1 4 1 6
1 3 3 5 5 7

π π π
= + − + −

π π × × ×
K  

  4(x x xf (x) ( cos cos cos )
L L L

2 4 1 2 1 4 1 6
1 3 3 5 5 7

π π π
= − − + −

π π × × ×
K  

 ـسري فوریه مثلثاتی تابع36
x

x

e , x L
f (x) , x

e , L x 0−

 < <


= =
− − < <

o
o o کدام است؟    

  1 (
L

n

e cos n n xsin
Ln L( )
n

21

2 1

1

∞

=

− π π
π +

π

∑  

  2(
L

n

e cos n n xsin
Ln L( )
n

21

2 1

1

∞

=

+ π π
π +

π

∑  

  3 (
L

L

n

e cos n n x(e ) sin
LL n L( )
n

21

1 2 11
1

∞

=

− π π
− +

π +
π

∑  

  4 (
L

n n

L n x e cos n n xcos sin
L LL n L(n ) ( ) ( )

nn

2 21 1
2

2 1 2 1

1 1

∞ ∞

= =

π − π π
+

ππ + +
ππ

∑ ∑  
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xي  در بازه fـ تابع 37 L< <o  فقط داراي یک نقطه ناپیوستگی درC ( ,L)∈ o     است به قسمی که قبـل از آن خطـی اسـت و

fباشد بعد از آن نیز خطی می ( ) f (L )′ ′+ = −o o دامنه این تابع کدام هستند؟ در اینصورت ضرایب سري فوریه کسینوسی نیم      

  1([ ]n
La f (c ) f (c )

(n )2
2 ′ ′= − − +
π

o o  

  2 ([ ]na f (c ) f (c )
n
2

= − − +
π

o o  

  3 ([ ]n
n c La sin f (c ) f (c ) (cos n )f ( )

n L (n )2
2 2 1π ′= − − + + π − +
π π

o o o  

  4 ([ ] [ ]n
n c L n ca sin f (c ) f (c ) cos f (c ) f (c )

n L L(n )2
2 2π π ′ ′= − − + + − − +
π π

o o o o  

fضرایب بسط فوریه تابع متناوب ـ 38 (x) 2با دوره تناوبπوn n{a ,a ,b ي تـابع متنـاوب    ضرایب بسط فوریهباشد، اگر  می0{

g(x)تابع f (x)cos x=  برابر با{ }n na ,a , b′ ′ ′o هاي زیر صحیح است؟ باشد، آنگاه کدام یک از گزینه    

  1(n n n n
n n

a a a b b
a , a , b1 1 1 1 1

2 2 2
+ − + −− −

′ ′ ′= = =o  

  2 (n n n n
n n

a a a b b
a , a , b1 1 1 1 1

2 2 2
+ − + −+ +

′ ′ ′= = =o  

  3 (n n n n
n n

a a a b b
a , a , b1 1 1 1

2 2 2
+ − + −+ +

′ ′ ′= = =o
o  

  4 (n n n n
n n

a a b a b
a , a , b1 1 1 1

2 2 2
+ + + −+ +

′ ′ ′= = =o
o  

xcos ـضریب39
L

3π در بسط فوریه کسینوسی تابعf (x) x , x L= < <o :عبارت است از    

  1(L
2

9
4

−
π

  2 (L
2

4
9

−
π

  3(L
2

4
9π

  4 (L
2

9
4π

  

 ـبــا توجــه بــه ســري فوریــه بــراي تــابع       40 xfــ (x)
2

2
xبــراي  = < πوf (x ) f (x)2+ π کــه بــه شــکل    =

f (x) (cos x cos x cos x cos x )
2 1 1 12 2 3 4

6 4 9 16
π

= − − + − +K باشد. مقدار عددي می
n

n

( )
(n )2

1
1

∞

=

−

+
∑

o
  کدام است؟ 

    

  1 (
4
π  2 (

2

4
π  3 (

2

6
π  4 (

2

12
π  
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ـ با توجه به سري فوریه41
n

f (x) sin( n )x
( n )3

1

8 2 1
2 1

∞

=

= −
π −

)xبراي تابع ∑ x) , x
f (x)

x( x) , x
π + −π < <

=  π − < < π

o
o

و با استفاده از تسـاوي   

6) مجموع سري عدديParsevalپارسوال ( 6 6
1 1 11

3 5 7
+ + + +K   :عبارت است از    

  1(
6

960
π  2(

4

90
π  3(

4

960
π  4(

6

90
π  

fي تابع  ـسري فوریه42 (x) x , x ( , )= ∈ −π π   کدام است؟    

  1 (
n

sin nx
n1

2
∞

=
∑  2 (

n

cos nx
n1

2
∞

=
∑  3(n

n

cos nx( )
n

1

1
2 1

∞
+

=

−∑  4 (n

n

sin nx( )
n

1

1
2 1

∞
+

=

−∑  

 ـسري43
n

sin nx
Ln n2

∞

=
    ي کدام تابع است؟ سري فوریه ∑

  1(x
Lnx

  2 (xe  3 (Lnx  4هیچ تابعی (  

f ـسري فوریه کسینوسی تابع44 (x) cos x2= π در نیم دامنه[ ],1o   کدام است؟    

  1 (cos x1 1 2
2 2

+ π  2 (
n

n

( ) cos n x
(n )

1

2
1

1 1
2 2 1

−∞

=

− π
+

+
∑  3 (

n

cos n x
(n )2

1

1
2 2 1

∞

=

π
+

+
∑  4 (

n

n

( ) cos n x
(n )2

1

1 1
2 2 1

∞

=

− π
+

+
∑  

ـ اگر45
x , x

f (x) x , x
x , x

2 1 2
1 1

2 2 1

− < ≤
= − ≤ ≤
− − − ≤ ≤ −

گاه با استفاده از سري فوریه مثلثاتی این تابع، مجمـوع سـري   آن 
m ( m )4

1

1
2 1

∞

= −
برابـر   ∑

    کدام است؟  

  1 (
4

64
π  2 (

4

96
π  3 (

4

128
π  4 (

4

192
π  

xو به ازاي 2πتابعی متناوب با دوره تناوب  fـ اگر46 < π داشته باشـیمxf (x) cos
2

گـاه بـا اسـتفاده از سـري فوریـه       ، آن=

، مقدارfمثلثاتی تابع 
n2

1
1
4

−
    برابر است با: ∑

  1 (
2
π  2 (1  3(

3
π  4 (2  

cos ـبسط سري فوریه مثلثاتی تابع47 x , x3 2< < πo را بیابید.    

  1 (cos x cos x1 1 3
4 4

+  2 (cos x cos x1 1 3
4 4

−  3(cos x cos x3 1 3
4 4

+  4 (cos x cos x3 1 3
4 4

−  
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g(x)ـ اگر سري فوریه کسینوسی نیم دامنه تابع48 x , x L= ≤ ≤o به صورت
m

L L ( m ) xx cos
L( m )2 2

1

4 2 1
2 2 1

∞

=

− π
= −

π −
باشد، ∑

fآنگاه سري فوریه کسینوسی نیم دامنه تابع (x) px q , x L= + ≤ ≤o ) کدام است؟q,p (ثابت حقیقی    

  1(
m

PL PL ( m ) xq cos
L( m )2 2

1

4 2 1
2 2 1

∞

=

− π
+ −

π −
∑  2(

m

PL PL ( m ) xq ( q)cos
L( m )2 2

1

4 2 1
2 2 1

∞

=

− π
+ − +

π −
∑  

  3 (
m

PL q PL ( m ) x( q)cos
L( m )2 2

1

4 2 1
2 2 2 1

∞

=

− π
+ − −

π −
∑  4 (

m

PL q PL ( m ) x( q)cos
L( m )2 2

1

4 2 1
2 2 2 1

∞

=

− π
+ − +

π −
∑  

xسري فوریه تابع متناوبـ ضرایب 49
f (x) , f (x ) f (x)

x
2

2
2
− − π < <

= + π =
< < π

o
o

    کدامند؟   

  1 (n na b
n
8

= =
π

n  2 (nبه ازاي هر  nb ,a
n
8

= =
π

o به ازاي هرn  

  3 (n n
nb , a 2

= =
π

o  به ازاي هرn  4 (na = o به ازاي هرn
n

b , nn
n

8
= ≥π


o
o

  

xfتناوبی  ـسري فوریه تابع 50 (x) , x
x

= < < πo  با دوره تناوبP 2= π   :عبارت است از    

  1((sin x sin x sin x )4 1 13 5
3 5

+ + +
π

K  2((sin x sin x sin x )1 13 5
4 3 5
π

+ + +K  

  3((sin x sin x sin x )4 1 13 5
3 5

− + −
π

K  4((sin x sin x sin x )1 13 5
4 3 5
π

− + −K  

fـ در صورتی که در تابع51 (x) x=  مقدارx  بین,−π π   :تغییر کند، مطلوب است مقدار ثابت بسط مثلثاتی فوریه این تابع  

    

  1 (
2
π

) 4  1) 3  ) صفر2  −
2
π  

xـ بسط سري فوریه مثلثاتی تابع52 , sin x32< < πo   .را بیابید    

  1 (
K

sin Kx
K2

1

1∞

=
∑  2 (sin x sin x3 1 3

4 4
+  3(

K
sin Kx

K3
1

1∞

=
∑  4(sin x sin x3 1 3

4 4
−  

ـ اگر 53
m

L L ( m ) xx cos , x L
L( m )2 2

1

4 2 1
2 2 1

∞

=

− π
= − ≤ <

π −
∑ oم دامنـه تـابع  ی، آنگاه سري فوریه سینوسی نf (x) x(L x)= − 

    کدام است؟  

  1(L ( m ) xsin
L( m )

2

3 3
8 2 1
2 1

− π
−

π −
∑  2 (

m

L ( m ) xsin
L( m )3 3

1

8 2 1
2 1

∞

=

− π

π −
∑  

  3 (L ( m ) xsin
( m ) L

2 2 1
2 1

− π
−

π −∑  4 (
( )

( )
m

m xL sin
Lm

∞

=

− π

π −
∑ 22

1

2 18
2 1

  

  فرد
 زوج
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fـ در صورتی که سري فوریه مثلثاتی تابع54 (x) x , L x L2= − ≤ nبه صورت  ≥

n

L n xL ( ) cos
L(n )

2
2

2
1

1 4 1
3

∞

=

π
+ −

π
باشـد، آنگـاه    ∑

xسري فوریه مثلثاتی تابع x( )
L

2

2 1
3

    کدام است؟ −

  1 (n

n

L n x( ) sin
Ln2 3

1

4 1
∞

=

π
−

π π
∑    2 (

n

n

( ) n xsin
Ln2 2

1

4 1∞

=

− π

π
∑  

  3(
n

n

( ) L n xsin
n L2

1

4 1∞

=

− π
ππ

∑    4 (
n( ) L n xsin

Ln2 2 2
4 1− π
π π

∑  

ــیم   55 ــرض کنـ  ـفـ dـــ u K u f (x)
dx

2
2

2 + ــه در آن  = Kکـ ≠ o   ــی و ــت حقیقـ Lثابـ x L− ≤ ≤)L > o  ــت) و ثابـ

n n
n

a n x n xf (x) a cos b sin
L L12

∞

=

π π = + +  
∑o در اینصورتn n

n

A n x n xu(x) A cos B sin
L L12

∞

=

π π = + +  
∑o  :که در آن ،  

    

  1 (n n
n n

a a b
A , B , A

n nK K ( ) K ( )
L L

2 2 2 2 2
= = =

π π
− −

o
o  

  2 (n n
n n

a b a
A , B , A

n nK K ( ) K ( )
L L

2 2 2 2 2
= = =

π π
− −

o
o  

  3 (n n
n n

b a
A ,B , A

n nK ( ) K ( )
L L

2 2 2 2
= = =

π π
− −

o o  

  4 (n n
n n

a b a
A , B , A

n n nK ( ) K ( ) K ( )
L L L

2 2 2 2 2 2
= = =

π π π
− − −

o
o  

fـ هرگاه 56 (x) باشد و  جتابعی زوf (x) x cos x2= ≥xبه ازاي  + ≤ πo آنگاه در سري فوریه مثلثاتی تـابع ،f (x)   ي  بـر بـازه

[ ],−π π  ضریبcos x2   کدام است؟    

11) 3  1) 2  ) صفر1  
2

−
π

  4 (11
2

+
π

  

f ـسري فوریه کسینوسی نیم دامنه تابع57 (x) x, x L= ≤ <o  کدام است؟ ،    

  1(
m

L L xcos( m )
L( m )2 2

1

4 2 1
2 2 1

∞

=

π
+ −

− π
∑  2 (

m

L xL cos( m )
L( m )2 2

1

4 2 1
2 1

∞

=

− π
+ −

− π
∑  

  3 (
m

L L xcos( m )
L( m )2 2

1

4 2 1
2 2 1

∞

=

− π
+ −

− π
∑  4 (

m

L xcos( m )
L( m )2 2

1

4 2 1
2 1

∞

=

− π
−

− π
∑  
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 ـســري فوریــه سینوســی دوگانــه تــابع     58 fــ (x, y) هــاي  در دامنــهy K , x L< < < <o o  عبــارت اســت از

mn
n m

n x m xb sin( ) sin( )
L K1 1

∞ ∞

= =

π π∑ f، سري فوریه دوگانه تابع ∑ (x, y) xy= برايy , x< < π < < πo o کدام است؟  

    

  1(
n m

sin(nx) sin(my)
nm1 1

4∞ ∞

= =
∑ ∑  2(

n m

nm sin(nx)sin(my)2
1 1

4∞ ∞

= = π
∑ ∑  

  3(
n m

sin(nx)sin(my)
nm

2

1 1

4∞ ∞

= =

π∑ ∑  4(
n m

nm sin(nx) sin(my)
1 1 4

∞ ∞

= =
∑ ∑  

ــابع 59 ــی تــ ــه کسینوســ ــري فوریــ ــر ســ xــــ ـاگــ
f (x)

x
1 1
2 1 2

< <
=  < <

o  وP L2 4= ــا = ــر بــ ، برابــ

x xf (x) (cos cos )3 2 1 3
2 2 3 2

π π
= − − +

π
K ي  باشد آنگاه جملهao   در سري فوریـه کسینوسـیx

g(x)
x

2 1
3 1 2

< <
= 

< <

o  و

P L2 4=     عبارتست از: =

  1 (5
2

  2(2
5

  3(3
2

  4 (2
3

  

ــــ ـدر ســــري فوریــــه تــــابع60

sin x, x

f (x) , x

sin x , x

2
2

2
2

π −π < < −


π= − ≤ ≤


< ≤ π


o o

o

Pبــــا دوره متنــــاوب   2= π  بــــه صــــورت

n n
n

f (x) a (a cos nx b sin nx)
1

∞

=

= + +∑o ،a2  وb2   :به ترتیب عبارتند از    

  1 (,1 o  2 (,3
4

o  3 (, 31
4

  4 (,3 3
4 4

  

Lfدر یک دوره تناوب به صورت  fـ اگر تابع 61 (x) x , x L
2

= − < <o  تعریف شده باشد، آنگاه ،    

  1 (L L nx sin x
n L
1

2
π

− =
π ∑    2(L L nx cos x

n L
1 2

2
π

− =
π ∑  

  3 (L L nx sin x
n L
1 2

2
π

− =
π ∑  4 (L L n nx cos x sin x

n L n L
1 2 1 2

2
π π

− = +
π ∑  

ـ اگر داشته باشیم 62
n

cos nxsin x ( ); x
n2

1

2 4 2
4 1

∞

=

= − ≤ ≤ π
π π −

∑ oآنگاه حاصل سري
n

n

( )
n2

1

1
16 1

∞

=

−

−
    برابر است با:   ∑

  1 (
2

8
π  2 (21

8
π

−  3(21
4

π
−  4 (1 2

2 8
π

−  
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 ـاگر 63
n

n

( ) cos nxf (x)
n2

1

1∞

=

−
= fگاه ، آن∑ (x)sin xdx2π

∫o   کدام است؟    

  1 (
16
π

−  2 (
8
π

) 4  صفر) 3  −
4
π  

fـ تابع متناوب64 (x) تناوب به صورت:ي  در یک دوره
x

f (x)
x , x , ( )

1

2

−α < < α
=  π

−π < < − α α < < π < α <
o o

اسـت. اگـر   

sinبسط فوریه تابع بـه صـورت   sin sinf (x) ( cos x cos x cos x )2 2 32 3
1 2 3

α α α α
= + + + +

π π
K    باشـد، در اینصـورت حاصـل

n

sin n( )
n

2

1

∞

=

α∑ کدام است؟    

  1 (( )
2

α π − α  2(( )( )
2

π − α π − α  3(( )α π − α  4(( )( )π − α π + α  

xاگر براي ـ 65 2< <o :داشته باشیمx x xx (sin sin sin )4 1 2 1 3
2 2 2 3 2

π π π
= − + −

π
K    در اینصورت دو جمله اول بسـط فوریـه

xfتابع متناوب (x) , x
2

1 2
4

= − < <o   :عبارت است از    

  1 (xcos2
1 4
3 2

π
+

π
  2(xcos2

2 4
3 2

π
−

π
  3(xcos2

2 4
3 2

π
+

π
  4(xcos2

1 4
3 2

π
−

π
  

tمیانگین تابعمقدار ـ 66 L, f (t) sin t
L
π

< < =o :برابر است با    

  1 (1
π

  2 (2
π

  3 (
2
π  4 (π  

fسري فوریه تابعـ 67 (x)  در بازه( , )2πo :به صورت زیر استn n
a

(a cos nx b sin nx)
2

+ +∑o   اگر سـري فوریـهx
f (y)dy∫o 

nدر همان بازه به صورت n
A

(A cos nx B sin nx)
2

+ +∑o باشد، در اینصورتnB   :برابر است با    

  1(na
n

  2(nb
n

  3(n(a a )
n
1

− o  4(n n(b a )
n
1

−  

fفرض کنید ـ 68 (x) x , L x L= − < بصـورت   fو سري فوریه تابع  >
n

n

L ( ) nf (x) sin x
n L

1

1

2 1 +∞

=

− π
=

π در ایـن صـورت    باشـد ∑

مقدار سري 
n n2

1

1∞

=
  کدام است؟ ∑

  1 (
2
π  2 (

3

20
π  3(

2

6
π  4 (

22
3
π  
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fتابعـ 69 (x)  2با دوره تناوبπ بر بازه( , )2πo اي به صـورت  داراي سري فوریهcos x cos xcos x
! !
2 31

2 3
+ + + +K  باشـد،   مـی

f (x) برابر است با:    

  1 ([ ]cos xe cos sin x  2([ ]sin xe cos sin x  3([ ]cos xe sin cos x  4 ([ ]sin xe sin cos x  
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  ) پاسخنامه1-9

  3) گزینه 1

n n
L 2
π π

=  

fمنحنی (t) ي  در بازه( , )3 fبه صورت مقابل است بنابراین تابع −3 (t)  زوج بوده وnb = o  4و  1باشـد پـس گزینـه     مـی 

  نادرست هستند.

  
a

f (t)dt ( )
3

1

1 1 2 2 1
2 4 4−

= = × =∫o  

fاگر منحنی تابع (t) ي را در بازه[ ],1 a(نیم پریود) نسبت به خـط  −1
y 1

2
= =o      ي  قرینـه کـرده و سـپس آن را بـه انـدازه

L fبه سـمت راسـت انتقـال دهـیم بـه روي      =2 (t)  ي  در بـازه[ ],1 )، 5گـردد بنـابراین براسـاس نکتـه (     منطبـق مـی   3

na , n , ,2 1 2= =o K باشد یعنی سري فوریه فقط شامل جملات می cos t,cos t ,3
2 2
π π K 3باشـد. بنـابراین گزینـه (    می (

  باشد. صحیح می

  3) گزینه 2

  گیریم: ي داده شده انتگرال می از سري فوریه

x cos x cos x cos x( ) c
2

2 2 2
2 32

2 1 2 3
= − + − + +K  

x2نوسی تابعیسري فوق بسط کس

2
  باشد بنابراین می 

a xc dx
2 21

2 2 6
π π

= = =
π ∫o

o
  

x cos x cos x cos x( ) x ( )
2 2 2

2
2 2 2

22 4
2 6 31 1 1

π π
= − + − + ⇒ = − + +K K  

cos x cos x cos x( x)( x) x ( )
2

2 2
2 2 2

2 2 34
3 1 2 3
π

π − π + = π − = + − + −K  

http://www.SANJESH.IR


 ریاضیات مهندسی
WWW.SANJESH.IR     »41« 

 

ج  

  2) گزینه 3

  
nL n
L
π

= π ⇒ =  

fتابع  (x) زوج است بنابراینnb = o نادرست است. 4و  3یعنی گزینه  

= oهاي بین (جمع جبري مساحتf (x)  و محورx (هاa 1
2 2

=
π

o  

fي منحنی قرینه (x) ي  در بازه[ ],−π oنسبت به خطy = o ي به صورت زیر است که اگر آن را به اندازهL = π  نتقال دهیم

fبه روي (x)  در نیم پریود[ ],πo گردد بنابراین منطبق میna2 = o نیز نادرست است.1ي ( باشد پس گزینه می (  

  
  ) گزینه صحیح ندارد4

fها بسط کسینوسی تابع براساس گزینه (x) .موردنظر است  

nL n
L
π

= π ⇒ =  

n
xa cos cos nxdx cos( n)x cos( n)x dx2 1 1 1
2 2 2

π π  = = + + − π π  ∫ ∫o o
  

n

sin( n)x sin( n)x
a

n n

1 1
1 2 2

1 1
2 2

π
 + − 

= + 
π  + −

 o

  

n

sin( n) sin ( n) cos na
n n n2

1 12 2
1 1 1
2 2 4

π π + π − π  π
= + = π π + − −

 
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n

n
( )a

n2
1 4 1

1 4
−

=
π −

  

  باشد. به صورت فوق نمی naاي  در هیچ گزینه

  3) گزینه 5

nL n
L
π

= π ⇒ =  

b f (x)sin x dx sin x dx ( cos x)dx2
1

1 1 1 1 1 2
2 2

π

−π −π −π
= = = −

π π π∫ ∫ ∫
o o  

b1
1
2

=  

  1) گزینه 6

n
n n na f (x)cos x dx cos x dx sin x

n
5 5

5

51 1 3 53
5 5 5 5 5 5−

π π π
= = =

π∫ ∫o o
  

na , n= ≠o o  

  2) گزینه 7

x x ( )

lim f (x) lim f (x) ( )2 2 21 1
2 2− +→π → −π

 
 + = π + π + π − π = π
  

  

  1) گزینه 8

nL n
L
π

= π ⇒ =  

a f (x)cos x dx cos xdx cos xdx22
2

2 22 2 2 2
π

π π
π

 
= = + 

π π   
∫ ∫ ∫o o

  

a2 = o  

a f (x)cos x dx cos xdx cos xdx23
2

2 23 3 2 3
π

π π
π

 
= = + 

π π   
∫ ∫ ∫o o

  

a sin x sin x3
2 1 23 32

3 3
2

 π π
 = + π π
  o

  

a3
2

3
=

π
  

  4) گزینه 9

fتابع (t)  زوج با دوره تناوبT   است بنابراین: =2

http://www.SANJESH.IR


 ریاضیات مهندسی
WWW.SANJESH.IR     »43« 

 

 ج

nL n
L

1 π
= ⇒ = π  

na f (t) cos n t dt
12

1
= π∫o

  

ta ( t) cos t dt sin t cos t
1

1
3 2

1 12 1 3 2 3 3
3 9
− = − π = π − π π π ∫o

o
  

a3 2
4

9
=

π
  

  2) گزینه 10

nL n
L
π

= π ⇒ =  

a f (x) cos x dx cos x dx2
4

2 24 4
π

π
= = =

π π∫ ∫o o
o  

  4) گزینه 11

naتابع فرد است بنابراین a= =o o  

n nL
L

4
4

π π
= ⇒ =  

n
n nb sin xdx cos x (cos n )

n n

4
42 1 4 2 1

4 4 2 4
π π = = − = − π − π π ∫o

o
  

n

, n
b

, n
n
4

=
= 

= π

o
  

n

( n )f (x) sin x
( n )1

4 2 1
2 1 4

∞

=

− π
=

π −∑  

nالبته کران پایین سیگما،    باشد. می =1

  3) گزینه 12

nL n
L
π

= π ⇒ =  

b f (x)sin x dx sin x dx cos x5
1 1 1 25 5 5

5 5
π π

−π

π−
= = = =

π π π π∫ ∫o o
  

  4) گزینه 13
n

n

( ) sin n tt
n

1

1

2 1 +∞

=

− π
=

π ∑  

  زوج
 فرد
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  گیریم: از تساوي فوق انتگرال می
n

n

t ( ) cos n t c
n

12

2
1

2 1
2

+∞

=

− −
= π +

π π
∑  

a tc dt
211 1

2 1 2 6
= = =∫o

o
  

n

n

t ( ) cos n t
n

2

2
1

2 1 1
2 6

∞

=

−
= π +

π π
∑  

n

n

( )t cos n t
n

2
2 2

1

4 1 1
3

∞

=

−
= π +

π
∑  

  1) گزینه 14

f (x) .تابعی زوج است  

nL n
L
π

= π ⇒ =  

n
x xa x cos xdx sin x cos x sin x

2
22 2 18 8 8 8

8 32 256

π
π  

= = + − 
π π   

∫o
o

  

a8
1

16
=  

  4) گزینه 15

  2) گزینه 16

fمنحنی  (x)  تناوب به صورت شکل مقابل است بنابرایندر یک دورهf (x)  زوج بوده وnb = o باشد. می  

  
La L L Lf (x)dx ( )

L L
21 1 2

2 2 2 2 2
×

= = =∫o
o

  

fي منحنی قرینهاگر  (x), x L< <o نسبت به خطLy
2

به سمت راسـت انتقـال    Lي  را به دست آوریم و آن را به اندازه=

fدهیم به روي نیم پریود دیگر (x) ي  در بازه(L, L)2 گردد بنابراین منطبق میna2 = o ) باشد. ) صحیح می2یعنی گزینه  

  3) گزینه 17

f (x) ( cos x sin x ) ( cos x sin x)2 21 1 1 12 2
2 2 2 2

= + + − = +  
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 ج

f (x) cos x sin x cos x sin x2 21 2 2
4

= + +  

f (x) cos x sin x sin x sin x1 1 1 1 1 14 2 3
8 8 2 2 2 2

= + + − + −  

f (x) cos x sin x sin x sin x5 1 1 1 14 3 2
8 8 2 2 2

= + − + −  

b3
1
2

=  

  1) گزینه 18

a
a x dx

2 2
22 2

3 2 3
π π π

= = ⇒ =
π ∫ o

o o
  

n

n
( )a x cos nx dx
n

2
2

2 4 1π −
= =

π ∫o
  

n

n

( )x cos nx , x
n

2
2

2
1

14
3

∞

=

π −
= + − π < < π∑  

(f ( ) f (( ) )) ( )2 2 21 1
2 2

− += π + −π = π + π = πمقدار سري درx = π  

n

n n

( ) cos n
n n

2 2
2

2 2
1 1

1 14 4
3 3

∞ ∞

= =

π − π
π = + π = +∑ ∑  

n n

2

2
1

1
6

∞

=

π
=∑  

  2) گزینه 19

  گیریم:  فوریه داده شده انتگرال میاز سري 

x ( cos x cos x ) c
2 4 2 1 2

2 2 2 2
π π

= − + − +
π π π

K  

x ( cos x cos x ) c2 8 2 1 2
2 2
π

= − + π − +
π π π

K  

x(x ) x x cos x cos x2
2

8 1 41
2

− = − = π + = π +
π π π

K K  

  4) گزینه 20

fچون بسط فوریه سینوسی  (x) مشخص شده است بنابراین منحنیf (x)  به صورت تابعی فرد و متناوب با دوره متنـاوب

T L2= باشد. می  
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fبراساس منحنی (x) ي  در بازه[ ]L, L2− ) صحیح است.4گزینه (  

L(L x) , L x
f (x)

Lx L , x L

1 5
2 3

52 2
3

 − ≤ ≤= 
 − < ≤


  

L Lf (L) , f ( ) , f ( L)5 2
3 3

= = − =o o  

  2) گزینه 21

a f (x)dx x dx
3 3

3

1 1 3
6 6 4−

= = =∫ ∫o o
  

n
n na f (x)cos x dx x cos xdx (cos n )

n
3 3

2 23

1 1 3 1
3 3 3 3−

π π
= = = π −

π∫ ∫o  

n
n nb f (x)sin x dx x sin xdx cos n

n
3 3

3

1 1 3
3 3 3 3−

π π
= = = − π

π∫ ∫o  

  3) گزینه 22

f (x)  تابعی زوج است بنابراینnb = o  

nنادرست است 2و  1گزینه  nL
L

2
2

π π
= ⇒ = ⇒  

a
a f (x)dx dx

2 12 11
2 2 2

= = = ⇒ =∫ ∫ o
o o o

  

n
n n na f (x)cos xdx cos xdx sin x

n
2 1 12 2

2 2 2 2
π π π

= = =
π∫ ∫o o o

  

n
na sin a ,a ,a ,a ,a

n 1 2 3 4 5
2 2 2 20 0

2 3 5
π

= ⇒ = = = − = =
π π π π

  

f (x) (cos x cos x cos x )1 2 1 3 1 5
2 2 3 2 5 2

π π π
= + − + −

π
K  

  2) گزینه 23

Kحداقل سرعت همگرایی ضرایب فوریه به صفر هم ارز 
n

naنادرسـت اسـت.    4و  1باشد بنابراین گزینـه   می  Lnn=   بـه
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  باشد. نیز نادرست می 3صفر همگرا نیست بنابراین گزینه 

  2) گزینه 24

nL n
L
π

= π ⇒ =  

a f (x)dx dx1 1 1
π

−π

π
= = =

π π∫o o
  

na f (x)cos nx dx cos nxdx sin nx
n

1 1 1 1 π
π π

−π

 = = = = π π π  ∫ ∫o
o

o  

nb f (x)sin nx dx sin nxdx cos nx
n

1 1 1 1 π
π π

−π

 = = = − π π π  ∫ ∫o
o

  

n

, n
b (cos n )

n , n
n

1 1 2
=

= − π − = 
π = π

o
  

n
sin( n )x

( n )
1 2 2 1
2 2 1

∞

=

+ +
π +∑

o
  

  3گزینه ) 25

  کنیم: از تساوي پارسوال استفاده می

L 1=  

n n
t dt ( ) ( ) ( )

nn

22 4 2 2
2 2

1 1

1 4 4 42
1 3

∞ ∞

= =

−
= + +

ππ
∑ ∑∫o

  

n nn n

2 4

2 4 4 4
1 1

32 32 16 16 1 1
5 9 6 90

∞ ∞

= =

π π
= + + ⇒ =

π π
∑ ∑  

ي فوق از تساوي در رابطه
n n

2

2
1

1
6

∞

=

π
  ایم. استفاده کرده ∑=

  1) گزینه 26

nL n
L
π

= π ⇒ =  

  سري فوریه کسینوسی:

cos t cos t2 1 1 2
2 2

= +  

nL n
L

2
2
π π

= ⇒ =  

  زوج
 فرد
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n
n

a
f (x) a cos nx

1
2

2

∞

=

= + ∑o  

a
a sin xdx cos x24 4 4 2

2
2

π π
= = − = ⇒ =

π π π π∫ o
o o

o
  

  باشد. صحیح می 3بنابراین فقط گزینه 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2
n 0 0

2

n

4 2a sin x cos 2nx dx sin 1 2n x sin 1 2n x dx

cos 1 2n x cos 1 2n x2 2 1 1a
1 2n 1 2n 1 2n 1 2n

π π

π
−

= = + + −  π π

+ −   = − + = +   π + − π + −  

∫ ∫
  

na
n n2 2

4 1 4 1
1 4 4 1

= = −
π π− −

  

n
sin x cos ( nx)

n2
1

2 4 1 2
4 1

∞

=

= −
π π −

∑  

  3) گزینه 28

x
x

f (x)
x

x

1 1
1 1 2

2

<
− < <= 

< <
 >

o o
o

o

  

)ي اي که تابع مخالف صفر است بازه ناحیه , )2o باشد بنابراین: می  

n nL
L

2
2

π π
= ⇒ =  

n
n

a nf (x) a cos x
12 2

∞

=

π
= + ∑o  

a f (x) dx dx dx
2 1 2

1

2
2

= = − + =∫ ∫ ∫o o o
o  

n
n n n na cos xdx cos xdx sin x sin x

n n
1 2

1

1 22 2
12 2 2 2

π π π π
= − + = − +

π π∫ ∫o o
  

n m
na sin a

n 2
4

2
π

= − ⇒ =
π

o  

m

m
( m ) cos m ( )a sin

( m ) ( m ) ( m )2 1
4 2 1 4 4 1

2 1 2 2 1 2 1−
− π π −

= − = =
π − π − π −

  

m

m

( ) ( m ) xf (x) cos
( m )1

4 1 2 1
2 1 2

∞

=

− − π
=

π −∑  
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m، 3در گزینه  m( ) ( )11 1−− − =   باشد. می −

  4) گزینه 29

fتابع (x) فرد است  

n n L
L
π

= ⇒ = π  

nb f (x) sin nx dx sin x sin x sin x
n

3
2

2 1 3 3 4
π

= = = −
π ∫o

  

I f (x)( sin x sin x) ( b b )1 3
3 1 3 13
4 4 2 4 4

π π
= − = −∫o

  

I ( b b ) ( )1 3
1 133 3

8 8 9 36
π π π

= − = − =  

  2) گزینه 30

fتابع (x)نه زوج و نه فرد است و دوره تناوب آنT   باشد. می =1

nL n
L

1 2
2

π
= ⇒ = π  

a f (x)dx ( (x )dx xdx)
1 1
2 211

22

2 2 1 1
−−

= = + + =∫ ∫ ∫
o

o o
  

a 1
2 2

=o  

na ( (x )cos( n x) dx x cos( n x)dx)
1
21

2
2 1 2 2

−
= + π + π =∫ ∫

o

o
o  

nb ( (x )sin( n x)dx x sin( n x)dx)
1
21

2
2 1 2 2

−
= + π + π∫ ∫

o

o
  

n
x xb cos( n x) sin( n x) cos( n x) sin( n x)

n n( n ) ( n )

1
2

2 21
2

1 1 12 2 2 2 2 2
2 22 2−

   +
= − π + π + − π + π   

π ππ π   

o

o

  

nb
n
1

= −
π

  

n
f (x) sin( n x)

n1

1 1 2
2

∞

=

= − π
π∑  

  1) گزینه 31

nL n
L
π

= π ⇒ =  

http://www.SANJESH.IR


  ریاضیات مهندسی
  

WWW.SANJESH.IR    
 

«50» 

x xa ( cos )dx x sin ( )2 2 2 41 2 2 2
2 2

π
π  = + = + = π + = + π π π π ∫o o

o
  

a 21
2

= +
π

o  

n
x xa ( cos )cos nx dx cos nx dx cos cos nx dx2 21
2 2

π π π = + = + π π  ∫ ∫ ∫o o o
  

cos nxdx sin nx
n
1π π

= =∫o
o

o
  

n
xa cos cos nxdx2
2

π
=

π ∫o
  

  ) محاسبه شده است:4انتگرال فوق در پاسخ تست (
n n

n
( ) ( )a

n n

1

2 2

1 4 1 1 1
11 4
4

−− −
= =

π π− −
  

n

n

( )f (x) cos nx
n

1

21

2 1 11
1
4

−∞

=

−
= + +

π π −
∑  

  3) گزینه 32

nL n
L
π

= π ⇒ =  

a (x )dx2
2

π π
= − =

π ∫o o
o  

na (x ) cos(nx)dx (x ) sin(nx) cos(nx)
n n2

2 2 1 1
2 2

π
π π π = − = − + π π  ∫o

o
  

n ma (cos(n ) ) a
n 22
2 1= π − ⇒ =

π
o  

ma
( m )2 1 2

4
2 1−

−
=

π −
  

m
x cos( m )x

( m )2
1

4 2 1
2 2 1

∞

=

π −
− = −

π −
∑  

  1) گزینه 33

f (x) تابعی زوج است بنابراینKb = o .است  

L L
a f (x)dx xdx L

L L
2 2

= = =∫ ∫o o o
  

  2) گزینه 34
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f (x) تابعی زوج است بنابراینnb = o  

nL n
L
π

= π ⇒ =  

L a
a f (x)dx xdx

L
2 2

2 2
π π

= = = π ⇒ =
π∫ ∫ o

o o o
  

n
xa x cos nxdx sin(nx) cos(nx)
n n2

2 2 1 π
π  = = + π π  ∫o

o
  

n m ma (cos n ) a , a
n ( m )2 2 12 2
2 41

2 1+
−

= π − ⇒ = =
π π +

o 

m

cos( m )xf (x)
( m )2

4 2 1
2 2 1

∞

=

π +
= −

π +
∑

o
 

  1) گزینه 35

n
m

a nf (x) a cos x
L2

∞

=

π
= + ∑o

o
  

L L a
a sin xdx cos x

L L L
2 2 4 2

2
π π

= = − = ⇒ =
π π π∫ o

o o o
  

L L
n

n x xa sin x cos xdx sin( n) sin( n) dx
L L L L L L
2 1 1 1π π π π = = + + −  ∫ ∫o o

  

L

n
x xa cos( n) cos( n)

n L n L
1 1 11 1

1 1
π π = − + + − π + − o

  

n m
cos na a

n 2 12
1 2

1 −
+ π

= ⇒ =
π −

o  

ma
( m)( m) ( m )( m )m2 2

4 1 4 1 4 1
1 2 1 2 2 1 2 11 4

= = = −
π π − + π − +−

  

m

mf (x) cos( x)
( m )( m ) L1

2 4 1 2
2 1 2 1

∞

=

π
= −

π π − +∑  

f (x) ( cos x cos x cos x )
L L L

2 4 1 2 1 4 1 6
1 3 3 5 5 7

π π π
= − + + +

π π × × ×
K  

  1) گزینه 36

f (x) تابع فرد است بنابراینna a , n , , ,1 2 3= = =o o K  
L

xL x
n

n e n n nb e sin xdx (sin x cos x)
nL L L L L L( )
L

2

2 2

1

 
 π π π π

= = − π +
 

∫o

o
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L L
n

nb ( e cos n ) ( e cos n )
n LL nL( ) ) ( )
L n

2 2

2 2 11 1
1 1

π
= − π = − π

π π+ +
π

  

L

n

nf (x) ( e cos n )sin x
Ln L( )
n

21

2 1 1
1

∞

=

π
= − π

π +
π

∑  

  4) گزینه 37
k

n n i i
i

L na b J sin( x )
n n L1

1

=

π′= − −
π π ∑  

n n
L na b (f (c ) f (c ))sin( c)
n n L

2 π′= − − + − −
π π

o o  

k

n n i i
i

L nb a J cos( x )
n n L1

1

=

π′ ′′ ′= +
π π ∑  

′′naباشد. بنابراین در نقاط پیوستگی خطی می fچون تابع = o باشد می  

n
nb (f (c ) f (c )) cos( c)

n L
2 π′ ′ ′= + − −
π

o o  

n
n L na (f (c ) f (c )) sin( c) (f (c ) f (c )) cos( c)

n L L(n )2
2 2π π′ ′= − − + + − − +
π π

o o o o  

  2گزینه ) 38

n n
n

f (x) a (a cos nx b sin nx)
1

∞

=

= + +∑o  

a f (x)dx1
2

π

−π
=

π ∫o  

na f (x) cos nx dx1 π

−π
=

π ∫  

nb f (x)sin nx dx , n , , ,1 1 2 3
π

−π
= =

π ∫ K  

a
a f (x) cos xdx 1

0
1

2 2
π

−π
′ = =

π ∫  

na f (x)cos x cos nxdx f (x)cos( n)xdx f (x) cos(n )xdx1 1 1 1
2

π π π

−π −π −π
 ′ = = + + −  π π∫ ∫ ∫o  

n n
n

a a
a 1 1

2
+ −+

′ =  

nb f (x)cos x sin nxdx f (x) sin(n )xdx f (x)sin(n )xdx1 1 1 1
2

π π π

−π −π −π
 ′ = = + + −  π π∫ ∫ ∫o  

n n
n

b b
b 1 1

2
+ −+

′ =  
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  2) گزینه 39

L L
a f (x) cos xdx x cos xdx

L L L L3
2 3 2 3π π

= =∫ ∫o o
  

LxL L La sin x ( ) cos x
L L L

2
3 2

2 3 3 4
3 3 9

π π = + = − π π π o
  

  4) گزینه 40

fتابع (x) درx = o  پیوسته بوده وf ( ) =o oدر سري ،x = o دهیم: قرار می  

( )
2 1 1 12 1

6 4 9 16
π

= − − + − +o K  

21 1 11
4 9 16 12

π
− + − + =K  

n

n

( )
(n )

2

2
1

121

∞

=

− π
=

+
∑

o
  

  1) گزینه 41

f (x) تابعی فرد است وL = π باشد: بنابراین تساوي پارسوال به صورت زیر می  

n
n

f (x) dx b2 2

1

2 ∞π

=

=
π ∑∫o  

f (x)dx x ( x) dx
4

2 2 22 2
15

π π π
= π − =

π π∫ ∫o o
  

n
n n n

b
( n ) ( n )

4 6
2

2 6 6
1 1 1

64 1 1
15 9602 1 2 1

∞ ∞ ∞

= = =

π π
= = ⇒ =

π − −
∑ ∑ ∑  

  4) گزینه 42

f (x) تابعی فرد است بنابراینna a= =o o  

nL n
L
π

= π ⇒ =  

nb f (x)sin nxdx x sin nx dx2 2π π
= =

π π∫ ∫o o
  

n
xb cos nx sin nx cos n
n nn2

2 1 2π
π  = − + = − π π  ∫o

o
  

n
nb ( )

n
12 1 += −  
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n

n

( )f (x) sin(nx)
n

1

1

12
+∞

=

−
= ∑  

  4) گزینه 43

Kارز حداقل سرعت همگرایی ضرایب فوریه به صفر هم
n

باشد. سرعت همگرایی می 
Lnn

Kبه صفر کمتر از 1
n

است بنابراین  

سري
n

sin nx
Lnn2

∞

=
  باشد. ي هیچ تابعی نمی سري فوریه ∑

  1) گزینه 44

nL n
L

1 π
= ⇒ = π  

nسري فوریه کسینوسی:
n

a
f (x) a cos(n x)

12

∞

=

= + π∑o  

f (x) cos x cos x2 1 1 2
2 2

= π = + π  

  2) گزینه 45

f (x) :تابعی فرد است بنابراینna a= =o o  

  

fي  اگر قرینه (x) ي  را در بازه( , )2− o  نسبت به خطa
y

2
= =o o  محور)x   ي ها) به دست آورده و سپس آن را بـه انـدازه

L fبه سمت راست انتقال دهیم بر نیم پریود =2 (x) , x 2< <o گـردد بنـابراین   منطبق میn nb ,b2 1 2− =o     بـه صـورت زیـر

  )5شود (نکته  تعیین می

nb f (x)sin( n ) xdx xsin( n ) xdx
1 1

2 1
4 2 1 2 2 1
2 2 2−

π π
= − = −∫ ∫o o

  

nb sin( n )
( n )2 1 2 2

8 2 1
22 1−
π

= −
π −

  

  تساوي پارسوال:

n
x dx sin ( n )

( n )
1 2 2

4 4
1

4 64 2 1
2 22 1

∞

=

π
= −

π −
∑∫o  
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n n( n ) ( n )

4

4 4 4
1 1

2 64 1 1
3 962 1 2 1

∞ ∞

= =

π
= ⇒ =

π − −
∑ ∑  

  4) گزینه 46

xfبسط کسینوسی) 4در تست ( (x) cos
2

= ،x−π < < π .محاسبه شده است  

n n

n
( ) ( )a

n n

1

2 2

1 4 1 1 1
11 4
4

+− −
= =

π π− −
  

axa cos dx2 4 2
2 2

π
= = ⇒ =

π π π∫ o
o o

  

n

n

( )f (x) cos nx
n

1

21

2 1 1
1
4

+∞

=

−
= +

π π −
∑  

xمقدار سري در = π :برابر است با  

(f ( ) f ( ) )) (cos cos( ))1 1
2 2 2 2

− + π π
π + −π = + − = o  

n n n

n n n

( ) cos n ( ) ( )

n n n

1

2 2 21 1 1

2 1 1 1 1 12 2
1 1 1
4 4 4

+∞ ∞ ∞

= = =

− π − −
= + ⇒ − = − ⇒ =

π π − − −
∑ ∑ ∑o  

  3) گزینه 47

nL
L
π

= π ⇒ = π  

cos x cos x cos x cos x cos x cos x3 3 3 13 4 3 3
4 4

= − ⇒ = +  

  1) گزینه 48

f، سري فوریه کسینوسی آن را قرار دهیم به راحتی سري فوریه کسینوسیxاگر به جاي (x) ) حاصل 1به صورت گزینه (

  شود. می

  4) گزینه 49

f (x) تابعی فرد است بنابراینna , n= ≥o o  

nL n
L
π

= π ⇒ =  

nb sin nxdx cos nx (cos n )
n n

2 4 1 42 1
π

π  = = − = − π − π π π ∫o
o

  

  زوج
 فرد
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n

, n
b

, n
n
8

=
= 

= π

o
  

  1) گزینه 50

, x
f (x)

, x
1

1
< < π

= 
− − π < <

o
o

  

f (x) تابعی فرد است بنابراینna a= =o o  

nL n
L
π

= π ⇒ =  

n

, n
b sin nx dx

, n
n

2
4

π
=

= = 
π = π

∫o

o
  

f (x) (sin x sin x sin x )4 1 13 5
3 5

= + + +
π

K  

  2) گزینه 51

f (x) تابعی فرد است بنابراینa =o o باشد. می  

  4) گزینه 52

nL n
L
π

= π ⇒ =  

n
n

f (x) b sin(nx)
1

∞

=

= ∑  

sin x sin x sin x sin x sin x sin x3 3 3 13 3 4 3
4 4

= − ⇒ = −  

  2) گزینه 53

  گیریم:  ي داده شده انتگرال می از سري فوریه

m

x L Lx sin(m ) x c
L( m )

2 2

3 3
1

4 1
2 2 2 1

∞

=

π
= − − +

π −
∑  

cباشد و  ایم بنابراین نتیجه یک تابع فرد می کسینوسی انتگرال گرفته  چون از سري فوریه = o  

m

L x Lx sin( m ) x
L( m )

2 2

3 3
1

4 2 1
2 2 2 1

∞

=

π
− = −

π −
∑  

m

Lx(L x) sin( m ) x
L( m )

2

3 3
1

8 2 1
2 1

∞

=

π
− = −

π −
∑  

  1) گزینه 54
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  رسیم: گیریم که به یک سري فوریه سینوسی می از سري فوریه کسینوسی انتگرال می

n

n

x L n xL x ( ) sin
L(n )

3 3
2

3
1

1 4 1
3 3

∞

=

π
= + −

π
∑  

n

n

x L n xx ( ) sin
LL (n )

3

2 3
1

1 4 1
33

∞

=

π
= + −

π
∑  

n n

n n

x x L n x L n x( ) ( ) sin ( ) sin
L LL (n ) n

2

2 3 2 3
1 1

4 41 1 1
3

∞ ∞

= =

π π
− = − = −

π π π
∑ ∑  

  2) گزینه 55

  دهیم: مشتق گرفته و در معادله دیفرانسیل قرار می uاز سري فوریه مربوط به 

n n n n
n n

An n n x n n(A cos x B sin ) K K (A cos x B sin x) f (x)
L L L LL

2 2
2 2

2
1 12

∞ ∞

= =

π π π π π
− + + + + =∑ ∑o  

2 2 2 2 2
2 20

n n2 2
n 1

k A n n x n n x(k )A cos (k )B sin f (x)
2 L LL L

∞

=

 π π π π
+ − + − = 

  
∑  

a k A aA
k

2
0 0 0

0 22 2
= ⇒ =  

n
n n n

an(K )A a A
nL K ( )
L

2 2
2

2 2 2

π
− = ⇒ =

π
−

  

n
n n n

bn(K )B b B
nL K ( )
L

2 2
2

2 2 2

π
− = ⇒ =

π
−

  

  2) گزینه 56

nL n
L
π

= π ⇒ =  

a (x cos x)cos xdx (x cos x cos x)dx2
2 2 1 12 2 2 4

2 2
π π

= + = + +
π π∫ ∫o o

  

xa sin x cos x x sin x2
2 1 1 12 2 4 1

2 4 2 8

π
 = + + + = π  o

  

  3) گزینه 57

L a La xdx L
L
2

2 2
= = ⇒ =∫o o

o  

L
L

n
n x Lx n x L n xa x cos dx sin cos

L L L n L Ln

2

2 2
2 2  π π π

= = + 
π π  

∫o
o
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n m
La (cos(n ) ) a
n 22 2

2 1= π − ⇒ =
π

o  

m
La

( m )2 1 2 2
4

2 1−
−

=
π −

  

m

L Lf (x) cos( m ) x
L( m )2 2

1

4 2 1
2 2 1

∞

=

− π
= + −

π −
∑  

  ) گزینه صحیح ندارد.58

K L
mn

n x m yb f (x, y)sin( )sin( )dxdy
LK L K
4 π π

= ∫ ∫o o
  

mnb xysin(nx)sin(my)dxdy2
4 π π

=
π ∫ ∫o o

  

mnb x sin(nx)dx ysin(my)dy2
4 π π

=
π ∫ ∫o o

  

mnb ( cos n )( cos m ) cos n cos m
n m nm2

4 4π π
= − π − π = π π

π
  

n m
mnb ( )

nm
4 1 += −  

  1) گزینه 59

g(x)با توجه به تعریف  , f (x) :داریم  

g(x) f (x) 1= +  
x xg(x) (cos cos )5 2 1 3

2 2 3 2
π π

= − − +
π

K  

5
2

  g(x)ي  مقدار ثابت سري فوریه=

  2) گزینه60

a f (x)cos xdx ( sin x cos xdx sin x cos xdx)22
1 12 2 2 2 2

π
π − π

−π −π
= = +

π π∫ ∫ ∫o  

a sin xdx sin xdx) cos x cos x22
1 1 1 14 4 4 42

2 2 8

π
− π

−π

 π π−−  = + = + π π −π  
∫ ∫o o

  

a2 = o  

b f (x)sin xdx ( sin xdx sin xdx)2 22
2

1 12 2 2
π

π − π

−π −π
= = +

π π∫ ∫ ∫o
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b ( ( cos x) dx ( cos x)dx)22
1 1 4 1 4

2

π
− π

−π
= − + −

π ∫ ∫o
  

b2
3
4

=  

  3) گزینه 61

T L n nT L
L L

2
2 2

2

π π
= ⇒ = ⇒ =  

  نادرست است. 1بنابراین گزینه 

  
fبا توجه به منحنی،  (x) تابعی فرد است بنابراینna a= =o o  

  نیز نادرست هستند. 4و  2هاي   گزینهبنابراین 

  4) گزینه 62

xدر 
4
π

  باشد. تابع پیوسته است بنابراین مقدار سري با مقدار تابع برابر می =

n

ncos( )

n2
1

2 2 4 2
2 4 1

∞

=

π

= −
π π −

∑  

n

ncos( )
( )

n2
1

2 2 1 22
4 2 2 84 1

∞

=

π
π π

= − = −
π−

∑  

m

m 2
m 1

, n 2m 1n ( 1) 1 2cos( ) ,
2 2 8( 1) ,n 2m 16m 1

∞

=

= −π − π= = −
− = −

∑
o  

  1) گزینه 63
n

n
n ( )n L ,a , a
L n2

1π −
= ⇒ = π = =o o  

n na f (x) cos nxdx f (x)cos nxdx a2
2

π π π
= ⇒ =

π ∫ ∫o o
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f (x) sin xdx f (x)( cos x)dx f (x) dx f (x)cos xdx2 1 1 11 2 2
3 2 2

π π π π
= − = −∫ ∫ ∫ ∫o o o o

  

a f (x)dx f (x)dx2 π π
= = ⇒ =

π ∫ ∫o o o
o o  

f (x) sin xdx f (x) cos xdx a2
2

1 1 12
2 2 2 4 4 16

π π π π π
= − = − = − = −∫ ∫o o

  

  1) گزینه 64

n

sin nf (x) cos nx
n1

2 ∞

=

α α
= +

π π ∑  

  تساوي پارسوال:

n

n n

sin ndx ( )
n

sin n sin n( ) ( )
n n

2
2 2

2 2
1

22
2

2 2
1 1

2 41 2

2 4 2
2

∞α

=

∞ ∞

= =

α α
= +

π π π

α α α α α + = ⇒ = π − α  ππ π  

∑∫

∑ ∑

o
  

  3) گزینه 65

  گیریم: از سري فوریه انتگرال می

x x( cos ) c
2 4 2

2 2
π

= − + +
π π

K  

a xc dx
221 2

2 2 2 3
= = =∫o

o
  

x x( cos )
2 4 2 2

2 2 3
π

= − + +
π π

K  

x x( cos )
2 2 2 1

4 2 3
π

= − + +
π π

K  

x xcos
2

2
2 41

4 3 2
π

− = + −
π

K  

  2) گزینه 66

L La
sin t dt cos t

L L L
1 1 2

2
π π

= = − =
π π∫o

o o
  

  3) گزینه 67

n n
a

f (x) (a cosnx b sin nx)
2

= + +∑o  

x n na a b
f (y)dy x ( sin nx cos nx) c, x

n n
2

2
= + − + < < π∑∫ o

o
o  
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 ج

aي را در بسط فوریهsin(nx)باید ضریب
x

2
o .نیز به دست آوریم 

n
a a xb x sin(nx) dx cos (nx) sin(nx)

n n

2
2

2
1 1

2 2

π
π  ′ = = − + π π  ∫ o o

o
o

 

n
a a

b ( )
n n

2
2

π′ = − = −
π
o o 

sinبنابراین ضریب (nx)  در بسطx
f (y)dy∫o :برابر است با  

n
n n

a a
B (a a )

n n n
1

= − + = −o
o  

  3) گزینه 68

  تساوي پارسوال:

L

n

Lx dx
L n

2
2

2 2
1

2 4 1∞

=

=
π

∑∫o
  

n n

LL
n n

2 2
2

2 2 2
1 1

2 4 1 1
3 6

∞ ∞

= =

π
= ⇒ =

π
∑ ∑  

  1) گزینه 69

n

cos nxf (x)
n!1

1
∞

=

= + ∑  

xمقدار سري فوریه در = o :برابر است با  

n n
e

n! n!1

1 11
∞ ∞

= =

+ = =∑ ∑
o

  

xمقدا سري در  = o :برابر است با(f ( ) f (( ) ))1 2
2

+ −+ πo  

f)ي رابطه 1فقط در گزینه  ( ) f (( ) )) e1 2
2

+ −+ π =o باشد. صادق می  
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  ) انتگرال فوریه1-10

هـا   چنانچه مشاهده کردیم سري فوریه براي توابع متناوب تعریف گردید و براي توابع با حوزه تعریف متناهی با تبدیل آن

  زوج نیز سري فوریه قابل محاسبه است. به توابع متناوب فرد یا

yتابع غیرمتناوب  f (x) , x= − ∞ < < تـابع متنـاظر   توان آن را به صورت حد سري فوریه یک  سري فوریه ندارد ولی می ∞

  شود. نامیده میتوان به صورت یک انتگرال نمایش داد که انتگرال فوریه  اي را می نمایش داد حد چنین سري فوریه

  ال فوریه:انتگر

fاگر تابع (x) اي بوده و  در هر بازه متناهی هموار قطعهf (x) dx
+∞

پـذیر)، در اینصـورت    همگـرا باشـد (مطلقـاً انتگـرال     ∫∞−

  شود ي این تابع به صورت زیر معرفی می انتگرال فوریه

[ ]f (x) A( )cos x B( )sin x d
∞

= ω ω + ω ω ω∫o
  

A( ) f (x) cos xdx1 ∞

−∞
ω = ω

π ∫  

B( ) f (x)sin xdx1 ∞

−∞
ω = ω

π ∫  

x: مقدار انتگرال فوریه در 16نکته  a= گردد به صورت زیر محاسبه می  

fالف) اگر  (x) ي  در نقطهa  پیوسته باشد مقدار انتگرال فوریه باf (a) .برابر است  

fب) اگر (x) ي  در نقطهa ناپیوسته باشد مقدار انتگرال فوریه در این نقطه برابر است با  

x a x a

limf (x) limf (x)1
2 − +→ →

 
+ 

  
  

  :17نکته 

fالف) اگر (x) تابعی زوج باشد در اینصورت  

B( ) , A( ) f (x) cos x dx2 ∞
ω = ω = ω

π ∫oo  

f (x) A( )cos xd
∞

= ω ω ω∫o
  

fب) اگر (x) تابعی فرد باشد در اینصورت  

A( ) , B( ) f (x)sin xdx2 ∞
ω = ω = ω

π ∫o
o  

f (x) B( )sin xd
∞

= ω ω ω∫o
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  هاي زیر نیز معرفی شده است. : ضرایب مربوط به انتگرال فوریه در کتب ریاضی به صورت18نکته 

[ ]f (x) A( cos x sin x d

A( ) f (x)cos xdx

B( ) f (x)sin xdx

1

1

1

∞

∞

−∞

∞

−∞


= ω) ω + Β(ω) ω ω π


ω = ω

π


ω = ω
π

∫

∫

∫

o

  

[ ]f (x) A( cos x sin x d

A( ) f (x) cos xdx

B( ) f (x)sin xdx

1 ∞

∞

−∞

∞

−∞

 = ω) ω + Β(ω) ω ω π
 ω = ω

 ω = ω


∫

∫

∫

o

  

  فوریه کسینوسی:انتگرال 

fتابع (x)ي  در بازه( , )∞o معرفی شده است. اگرf (x) اي بـوده و   ي متناهی هموار قطعـه  در هر بازهf (x) dx2∞

∫o
همگـرا   

fباشد در اینصورت  (x) باشد دهیم و انتگرال فوریه کسینوسی به صورت زیر می را به صورت زوج بسط می  

f (x) A( )cos xd
∞

= ω ω ω∫o
  

A(x) f ( ) cos xd2 ∞
= ω ω ω

π ∫o  

)ي  مقدار انتگرا فوریه کسینوسی در نقاط بازه , )∞o ي  آیـد و در نقطـه   ) به دست می16ي ( از نکتهx = o    مقـدار انتگـرال

فوریه کسینوسی با
x

lim f (x)
+→o

  برابر است. 

  انتگرال فوریه سینوسی:

fتابع  (x) ي در بازه( , )∞o معرفی شده است. اگرf (x) اي بـوده و   طعهي متناهی هموار ق در هر بازهf (x) dx2∞

∫o
همگـرا   

fباشد در اینصورت (x) باشد دهیم و انتگرال فوریه سینوسی به صورت زیر می را به صورت فرد بسط می  

f (x) B( )sin xd
∞

= ω ω ω∫o
  

B( ) f (x)sin xdx
0

2 ∞

ω = ω
π ∫  

)ي مقدار انتگرال فوریه سینوسی در نقاط بازه , )∞o ي   آیـد و در نقطـه   ) به دست می16ي ( از نکتهx = o    مقـدار انتگـرال

  فوریه سینوسی با صفر برابر است.
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  : انتگرال فوریه کسینوسی و سینوسی را براي تابع زیر تعیین کنید.21مثال 

kxf (x) e , k , x−= > >o o  

  پاسخ:

  دهیم فوریه کسینوسی تابع را به صورت زوج بسط میبراي انتگرال 
kx

k x
kx

f (x) x e x
g(x) e

f ( x) x e x

−
−> > = = = − < < 

o o
o o

  

kx kA( ) e cos xdx
k2 2

2 2∞ −ω = ω =
π π + ω∫o  

sxدر محاسبه انتگرال فوق از تبدیل لاپلاس se cos xdx ,cos x
s2 2

∞ − ω = ω
+ ω∫o ایم. استفاده کرده  

kx k cos xf (x) e d x
k2 2

2 ∞− ω
= = ω , > ,Κ >

π + ω∫o o o  

  باشد: میمنحنی انتگرال فوریه کسینوسی به صورت زیر 

  
fبراي انتگرال فوریه سینوسی،  (x) دهیم. را به صورت فرد بسط می  

kx

kx

f (x) , x e , x
g(x)

f ( x) , x e , x

−> > = = − − < − < 

o o
o o

  

kxB( ) e sin xdx
K2 2

2 2∞ − ω
ω = ω =

π π + ω∫o  

sinي انتگرال فوق از تبدیل لاپلاس در محاسبه xω،Sxe sin xdx
S2 2

∞ − ω
ω =

+ ω∫o ایم. استفاده کرده  

kx sin xf (x) e d x , K
K2 2

2 ∞− ω ω
= = ω , > >

π + ω∫o o o  

  باشد: منحنی انتگرال فوریه سینوسی به صورت زیر می
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  شوند هاي لاپلاس به صورت زیر معرفی می : انتگرال19نکته 

kxcos x d e , x ,k
KK2 2 2

∞ −ω π
ω = > >

+ ω∫o o o  

kxsin x d e , x ,K
K2 2 2

∞ −ω ω π
ω = > >

+ ω∫o o o  

  تساوي پارسوال:

]اگر ]f (x) A( )cos x B( )sin x d
∞

= ω ω + ω ω ω∫o
  باشد آنگاه 

f (x)dx A ( ) B ( ) d2 2 21 ∞ ∞

−∞
 = ω + ω ω π ∫ ∫o

  

]اگر ]f (x) A( ) cos x B( )sin x d1 ∞
= ω ω + ω ω ω

π ∫o
  باشد آنگاه 

f (x)dx A ( ) B ( ) d2 2 2∞ ∞

−∞
 π = ω + ω ω ∫ ∫o

  

x: در معادله انتگرالی22مثال  , x
f ( ) cos xd

, x0

1 1
1

∞ − ≤ ≤
ω ω ω = 

>
∫

o
o

fتابع  ( )ω  79برابر است با: (برق ـ(  

  1(cos( )2
2 1− ω
π ω

  2(cos( )2
2 1+ ω
π ω

  3 (cos( )2
2 1ω−
π ω

  4(sin cos( )2
2 2 1ω − ω

+
π ω ω

  

  1پاسخ: گزینه 

xانتگرال فوریه کسینوسی تابع , x
g(x)

, x
1 1

1
− ≤ ≤

= 
>

o
o

  موردنظر است. 

f ( ) g(x)cos xdx ( x) cos xdx
12 2 1

∞
ω = ω = − ω

π π∫ ∫o o
  

( x) cosf ( ) sin x cos x ( )
1

2 2
2 1 1 2 1− − ω ω = ω − ω = π ω πω ω o

  

  )71- (برق  است با: : انتگرال فوریه تابع زیر برابر23مثال 

x
f (x)

x

1 1

1

 <= 
>o

  

  1(cos x sin d2 ∞

−∞

ω ω
− ω

π ω∫  2(
n

n sin(n x)
1

1
∞

=

+ π
π∑  3 (cos x sin x d2 π

−π

ω ω
ω

π ω∫  4 (cos x sin d2 ∞ ω ω
ω

π ω∫o  

  4پاسخ: گزینه 

  باشد.  ) صحیح می4هاي انتگرال، گزینه ( با توجه به کران

f (x) تابعی زوج است بنابراین  
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B( )ω = o  

sinA( ) cos xdx sin x
1

12 2 1 2 ω ω = ω = ω = π π ω π ω ∫o
o

  

sinf (x) A( )cos xd cos xd2∞ ∞ ω
= ω ω ω = ω ω

π ω∫ ∫o o
  

cos: با توجه به تبدیل انتگرال فوریه، حاصل24مثال  x d2 1
∞ α

α
α +∫o

xوقتی  ≥ o   :است برابر است با  

  1(xe2 −

π
  2(xe

2
−π  3 (xe

2
π  4 (xe2

2
π  

   2پاسخ: گزینه 

kxcosدر انتگرال لاپلاس  x d e
kk2 2

0 2

∞
−ω π

ω =
+ ω∫ کافی استω → α  وk تبدیل شود بنابراین مقدار انتگرال برابر است  →1

xeبا 
2

−π  

ــال  : شــکل انتگــرال25مث
t

f (t)
t

1 1

1

 <= 
>o

sinfعبارتســت از  (t) cos td2 ∞ ω
= ω ω

π ω∫o
در اینصــورت حاصــل انتگــرال  

sin xI dx
x

2∞
= ∫o

  برابر است با   

  1(
2
π  2(

2

2
π  3 (

4
π  4 (

2

4
π  

  3پاسخ: گزینه 

fتابع (t)  درt = oپیوسته است بنابراین مقدار انتگرال فوریه با مقدارf ( ) 1=o .برابر است  

sin sind d21
2

∞ ∞ω ω π
= ω ⇒ ω =

π ω ω∫ ∫o o
  

d xdx dxx , x d xdx
xx

2
2

2 22 ω
ω = ≥ ⇒ ω = ⇒ = =

ω
o  

x , xω = ⇒ = ω = ∞ ⇒ = ∞o o  

sin dx sin xd (sin x ) dx
x x

2
2 2 2

2
∞ ∞ ∞ω π

ω = = =
ω∫ ∫ ∫o o o

  

sin x dx
x

2

4
∞ π

=∫o  
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 ج

f: اگر26مثال  (x) a( )cos xd
∞

= ω ω ω∫o باشد آنگاهA( )ω در نمایشxf (x) A( )sin xd
∞

= ω ω ω∫o   برابر است با  

  1(da( )
d

ω
−

ω
  2(d a( )

d

2

2
ω

−
ω

  3(da( )
d

ω
ω

  4(a( )− ω  

  1پاسخ: گزینه 

xf (x) A( )sin xd A( ) xf (x)sin xdx2∞ ∞
= ω ω ω ⇒ ω = ω

π∫ ∫o o
  

f (x) a( ) cos xd a( ) f (x)cos xdx2∞ ∞
= ω ω ω ⇒ ω = ω

π∫ ∫o o
  

  گیریم: میمشتق ωي فوق نسبت به از رابطه

da( ) da( )xf (x)sin xdx A( ) A( )
d d

2 ∞ω ω
= − ω = − ω ⇒ ω = −

ω π ω∫o  

,: با استفاده از انتگرال فوریه کسینوسی تابع27مثال  x
f (x)

, x
1 1

1
< <

=  >

o
o

sin، مقدار  x( ) dx
x

2∞

∫o .را تعیین کنید  

  پاسخ:

sin x sinA( ) cos xdx
1 12 2 2ω ω

ω = ω = =
π π ω π ω∫o o

  

sinf (x) cos xd2 ∞ ω
= ω ω

π ω∫o  

  تساوي پارسوال:

sinf (x)dx ( ) d2 2
2

2 4∞ ∞ ω
= ω

π ωπ∫ ∫o o
  

sin sindx ( ) d ( ) d
1 2 2

2
2 2 4

2
∞ ∞ω ω π

= = ω ⇒ ω =
π π ω ωπ∫ ∫ ∫o o o

  

Lفوریه : انتگرال28مثال  x
f (x)

x L
1

1
− − < <

= 
< <

o
o

sinرا تعیین کنید و سپس مقدار انتگرال x dx
x

4

2

∞

∫o
  را محاسبه نمائید. 

  پاسخ:

f (x) تابعی فرد است بنابراینA( )ω = o  

L
B( ) sin xdx ( cos L )2 2 1ω = ω = − ω

π πω∫o
  

cos Lf (x) sin xd2 1∞ − ω
= ω ω

π ω∫o  

  تساوي پارسوال:
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L ( cos L )dx d
2

2 2
2 4 1∞ − ω

= ω
π π ω∫ ∫o o

  

L L( sin ) sinL Ld d
2 2 4

2 2 2

22 4 2 2
8

∞ ∞
ω ω

π
= ω ⇒ ω =

π π ω ω∫ ∫o o
  

sin sin xL d dx
x

4 4

2 22
4 4

∞ ∞ω π π
= ⇒ ω = ⇒ =

ω∫ ∫o o
  

  صورت مختلط انتگرال فوریه:

  اگر در انتگرال فوریه حقیقی از روابط زیر استفاده کنیم.

i x i x i x i xsin x (e e ), cos x (e e )
i

1 1
2 2

ω − ω ω − ωω = − ω = +  

  شود. آنگاه انتگرال فوریه مختلط به صورت زیر حاصل می

i xf (x) c( )e d
∞ ω
−∞

= ω ω∫  

i xc( ) f (x)e dx1
2

∞ − ω
−∞

ω =
π ∫  

)B: بین ضرایب20نکته  ) , A( )ω ω در انتگرال فوریه حقیقی و ضریبC( )ω   در انتگرال فوریه مختلط (نمایی) روابط زیـر

  صادق است

c( ) (A( ) i B( ))

c( ) (A( ) i B( ))

1
2

1
2

ω = ω − ω

−ω = ω + ω
  

A( ) c( ) c( )ω = ω + −ω  

B( ) i(c( ) c( ))ω = ω − −ω  

K: انتگرال فوریه مختلط تابع29مثال  xf (x) e , K−= > o      دسـت  را تعیین کنید سپس ضرایب انتگـرال فوریـه حقیقـی را بـه

  آورید.

  پاسخ:

K x i x kx i x kx i xc( ) e e dx ( e e dx e e dx)1 1
2 2

∞ ∞− − ω − ω − − ω
−∞ −∞

ω = = +
π π∫ ∫ ∫

o

o
  

(k i )x (k i )xc( ) e e
k i k i

1 1 1
2

− ω − + ω ∞
ω = − −∞π − ω + ω 

o
o

  

kc( )
K i K i k2 2

1 1 1 1
2

 ω = + = π − ω + ω π + ω 
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 ج

  انتگرال فوریه مختلط (نمایی):

i xkf (x) e d
k2 2

1 ∞ ω
−∞

= ω
π + ω∫  

Kc( )
K2 2

1
−ω =

π + ω
  

KA( ) c( ) c( )
K2 2

2
ω = ω + −ω =

π + ω
  

B( ) i(c( ) c( ))ω = ω − −ω = o  

)Aي حاصل براي نتیجه )ω ) مطابقت دارد.21با مثال (  

axي بعضی توابع از  : در محاسبه انتگرال فوریه21نکته  ae cos xdx e
a

2
2

4
4

ω
−∞ − π

ω =∫o کنیم. استفاده می  
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  مجموعه تست) 1-11

xگیریم: را در نظر می مقابلي انتگرالی  معادله ـ1 , x
f ( ) sin xd

, x
1 1

1
∞ − ≤ ≤

ω ω ω = 
>

∫o
o

o
fدر اینصورت  ( )ω   :برابر است با  

  1 (( sin )
2

2 ω − ω

πω
  2(( sin )

2
2 ω + ω

πω
  3(( cos sin )

2
2 2ω− ω− ω

πω
  4(( cos sin )

2
2 2 ω − ω− ω

πω
  

,اي بین توابع چه رابطه ـ2 x
f (x)

, x

1 1

1

 <= 
>o

)sinFو   ) 2 λ
λ =

λ
    برقرار است؟ 

  1 (i x1f (x) F( )e d
2

∞ − λ
−∞

= λ λ
π ∫  2 (i xF( ) f (x)e dx

21
2

∞ − λ
−∞

λ =
π ∫  

  3(2i x1F( ) f (x)e dx
2

∞ λ
−∞

λ =
π ∫  4 (i xf (x) F( )e d1

2
∞ λ
−∞

= λ λ
π ∫  

]پذیر و در بـازه  مطلقاً انتگرال fتابع  ـ3 ]L,L−  اي همـوار اسـت. اگـر نمـایش انتگـرال فوریـه ایـن تـابع بـه صـورت           تکـه
a

f (x) (a )cos( x)d= − ω ω ω∫o
ــد (  aباش > o ــت) آن ــرال  ثاب ــایش انتگ ــاه نم ــابع   گ ــه ت xfفوری (x)  :ــا ــت ب ــر اس   براب

  

  1 (a
sin( x)dω ω∫o  2(a

cos( x)dω ω∫o
  3(a

cos( x)dω ω ω∫o  4 (a
sin( x)dω ω ω∫o  

با توجه به این که ـ4

x

sin cos x d x

x

1
2

1
4

1

∞

π >


ω ω πω = =
ω 

 <


∫o
o

sinباشد.  می  x dx
x

∞

∫o   چقدر است؟  

  1(π  2(
2
π  3(2π  4 (

4
π  

اگر ـ5
x

x
g( )sin x d

x
x

1
1 1

1 1
1

∞

>
 < <ω ω ω = − − < <
 < −

∫o

o
o

o
o

]باشد، حاصل   ]d g( )
d

ω ω
ω

  کدام است؟   

  1(sin ω
π

  2(cos ω
π

  3(sin2 ω
π

  4 (cos2 ω
π
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fاگر ـ6 (x) ي انتگرالی  در رابطهf (x)sin( x)dx xf (x)cos( x)dx
∞ ∞

ω + ω =∫ ∫o o
o صدق کند وf ( )1 f، در این صـور =1 (x)   برابـر

  است با:  

  1(x
x2

2
1+

  2 (x
x4

2
1+

  3 (x
(x )2 2

4
1+

  4 (x
(x )

3

2 2
4

1+
  

,هرگاه ـ7 x a
g(t) cos(tx)dt

, x a

1∞  <= 
>

∫o o
)gباشد،   )o   کدام گزینه است؟  

  1 (a2  2 (a
π

  3(2
π

  4 (a2
π

  

,انتگرال فوریه تابع ـ8 x
f (x)

, x

1 1

1

 <= 
>o

  برابر است با:   

  1(cos x sinf (x) d2 ∞ ω ω
= ω

π ω∫o  2 (cos sin xf (x) d2 π

−π

ω ω
= ω

π ω∫  

  3(sin x cosf (x) d2 ∞

−∞

ω ω
= − ω

π ω∫  4 (cos x sinf (x) d2 ∞

−∞

ω ω
= − ω

π ω∫  

xeانتگرال فوریه تابع ـ9
  کدام است؟ −2

  1 (i xe e d
2

41
2

ω
−∞ − ω

−∞
ω

π ∫  2(
i xe d2

1
12

− ω∞

−∞

ω
ω

+ ωπ ∫  3(i xe e d
2

2
1

2

−ω∞ − ω
−∞

ω
ωπ   ندارد) انتگرال فوریه 4  ∫

sinهرگاه ـ10 cos( x)d2 ∞ ω
ω ω

π ω∫oانتگرال فوریه تابع, x
f (x)

, x

1 1

1

 <= 
>o

گاه مقـدار انتگـرال   باشد، آن
xsin x sin

I dx
x

2∞
−

= ∫o

  برابر است با:  

) 2  ) صفر1  
2
π  3(π  4(

2
π

−  

انتگرال فوریه تابع ـ11
xe xf (x)

x

−π ≥= 
<

o
o o

    کدام است؟    

  1 (cos x sin xf (x) d21
∞ ω + ω ω

= ω
+ ω∫o

  2(sin x cos xf (x) d21
∞ ω + ω ω

= ω
+ ω∫o

  

  3(sin x cos xf (x) d21
∞ ω + ω

= ω
+ ω∫o  4 (sin x cos x)f (x) d21

∞ ω( ω + ω
= ω

+ ω∫o
  

tانتگرال فوریه تابع ـ12
f (t)

t , t
1 1 1

1 1
− < <

= 
> < −o

  عبارت است از 

  1(cos( ) sin( t) d2 ∞ ω ω
ω

π ω∫o
    2 (sin( ) cos( t) d2 ∞ ω ω

ω
π ω∫o  

  3 (sin cos t cos sin td d2
2 ∞ ∞ω ω ω ω ω+ ω π ωω ∫ ∫o o

  4 (sin cos t cos sin td d
t

2 22 ∞ ∞ ω ω ω ω
ω+ ω 

π ω ω  
∫ ∫o o

  

http://www.SANJESH.IR


  ریاضیات مهندسی
  

WWW.SANJESH.IR    
 

«72» 

cosدر معادله انتگرالی  ـ13 x x
f ( )sin xd

x
∞ < < π

ω ω ω =  > π
∫o

o
o

f، تابع ( )ω کدام است؟  

  1(( cos )
( )2

2 1
1

+ ωπ
π ω −

  2(( cos )
( )2

2 1
1

ω
+ ωπ

π ω −
  3(( cos )

( )2
2 1

1
− ωπ

π ω −
  4(( cos )

( )2
2 1

1
ω

− ωπ
π ω −

  

اگر ـ14
cos x x

g( ) cos xd
x

1
2 2

2

∞

π <ω ω ω = 
π >



∫o
o

dباشد، آنگاه حاصل   ( )g( )
d

21 − ω ω ω
  کدام گزینه است؟   

  1 (sin
2

πω
−  2(cos1

2
πω

π
  3(sin1

2 2
πω

−  4(cos sin1
2 2 2

πω ω πω
−

π
  

xمقدار انتگرال فوریه تابع ـ15
f (x)

x

1 1

1

 <= 
>o

xدر نقطه   1=     کدام است؟ −

  1(1
2

  2(2
π

  3(π  4(
4
π  

sinانتگرال فوریه کسینوسی تابع ـ16 x x
f (x)

x
< < π

= 
> π

o
o

  عبارتست از:  

  1(( cos )cos x dx2
2 1

1
∞ + πω ω

π + ω∫o
  2(( cos )cos x d2

2 1
1

∞ + πω ω
ω

π + ω∫o  

  3(( cos )cos x dx2
2 1

1
∞ + πω ω

π − ω∫o
  4(( cos )cos x d2

2 1
1

∞ + πω ω
ω

π − ω∫o  

fاي پیوسـته اسـت. اگـر     ي کرانـدار قطعـه   پذیر و در هـر بـازه   مطلقاً انتگرال Rبر  fتابع  ـ17 ( ) , f ( )2 12 2 10− += ، مقـدار  =

f (x)cosa(x )dxda2
∞ ∞

−∞
−∫ ∫o

  کدام است؟   

  1 (5π  2(6   3 (11π  4 (22  
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  ) پاسخ 1-12

  1) گزینه 1

xتابع انتگرال فوریه سینوسی , x
g(x)

, x
1 1

1
− ≤ ≤

=  >

o
o

  مشخص شده است. 

f ( ) g(x) sin xdx ( x)sin xdx
12 2 1

∞
ω = ω = − ω

π π∫ ∫o o
  

x sinf ( ) cos x sin x ( )
1

2 2
2 1 1 2 1− ω ω = − ω + ω = − − π ω π ωω ω o

  

sinf ( ) ( )2
2 ω − ω

ω =
π ω

  

  4) گزینه 2

fبراي (x) نویسیم: انتگرال فوریه مختلط را می  

i x i x i xc( ) f (x)e dx e dx e
i

1

1

11 1 1 1
12 2 2

∞ − ω − ω − ω
−∞ −

−
ω = = =

−π π π ω∫ ∫  

i i sinc( ) (e e ) F( )
i

1 1 1 1
2 2

− ω ω− ω
ω = − = = ω

π ω π ω π
  

i x i xf (x) c( )e d F( ) e d1
2

∞ ∞ω ω
−∞ −∞

= ω ω = ω ω
π∫ ∫  

i xf (x) F( ) e d1
2

∞ λ
−∞

= λ λ
π ∫  

  1) گزینه 3

a
f (x) (a ) cos( x d a f (x)cos( x)dx2 ∞

= − ω ω ) ω ⇒ − ω = ω
π∫ ∫o o

  

  گیریم: مشتق می ωي فوق نسبت به  از رابطه

x f (x)sin( x)dx21
∞

− = − ω
π ∫o

  

a
xf (x) sin( x) dx xf (x) sin( x)d21

∞
= ω ⇒ = ω ω

π ∫ ∫o o
  

  2) گزینه 4
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sinمقدار x dx
x

∞

∫o  برابر
2
π است ولی تابع

x

f (x) x

x

1
2

1
4

1

π >


π= =

 <


o

fانتگرال فوریه ندارد چون  (x)dx2∞

∫o باشد. همگرا نمی  

  3) گزینه 5

تابع
x

x
f (x)

x
x

1
1 1

1 1
1

>
 < <= − − < <
 < −

o
o

o
o

  فرد است بنابراین 

A( )ω = o  

cos xB( ) f (x) sin xdx sin xdx
1

12 2 2∞ − ω ω = ω = ω =  π π π ω ∫ ∫o o
o

  

cos cosB( ) g( ) B( )2 1 2 1− ω − ω
ω = ⇒ ω = ω =

π ω π ω
  

[ ]dg( ) ( cos ) g( ) sin
d

2 21ω ω = − ω ⇒ ω ω = ω
π ω π

  

  1) گزینه 6

dg( )g( ) f (x) sin( x)dx x f (x) cos( x)dx
d

∞ ∞ω
ω = ω ⇒ = ω

ω∫ ∫o o
  

dg( ) g( ) g( ) Ke
d

−ωω
+ ω = ⇒ ω =

ω
o  

f (x)sin( x)dx Ke B( ) Ke2∞ −ω −ωω = ⇒ ω =
π∫o  

Kf (x) e sin( x)d2 ∞ −ω= ω ω
π ∫o  

st aL(sin at) e sin(at)dt
s a2 2

∞ −= =
+∫o  

x K xe sin( x) d f (x)
x x2 2

2
1 1

∞ −ω ω ω = ⇒ =
π+ +∫o  

xf ( ) k f (x)
x2

21 1
1

= ⇒ = π ⇒ =
+

  

  4گزینه ) 7

xانتگرال فوریه تابع زوج a
f (x)

x a

1 <= 
>o

  موردنظر است. 
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a
g(t) f (x) cos(tx)dx cos(tx) dx2 2∞

= =
π π∫ ∫o o

  

t

asin(tx) sin(ta) ag(t) g( ) lim g(t)
t t

2 2 2
→

= = ⇒ = =
π π πo

o
o

  

  1) گزینه 8

B( )ω = o  

sin xA( ) f (x)cos x dx cos xdx
1 12 2 2∞ ω

ω = ω = ω =
π π π ω∫ ∫o o o

  

sinA( ) 2 ω
ω =

π ω
  

2 sin cosf (x) x d
∞ ω ω

= ω
π ω∫o

  

    1) گزینه 9

ax  کنیم: ) استفاده می21از انتگرال نکته ( ae cos xdx e
a

2
2

4

0 4

ω∞ −− π
ω =∫  

x

B( )

A( ) e cos xdx e e
2 2

2
4 42 2 1

2

ω ω− −∞ −

ω =

π
ω = ω = =

π π π∫o

o

  

c( ) (A( ) i B( )) e
2

41 1
2 2

ω
−

ω = ω − ω =
π

  

  انتگرال فوریه مختلط تابع به صورت زیر است:

i x i xf (x) c( )e d e e d
2

41
2

ω
−∞ ∞ω ω

−∞ −∞
= ω ω = ω

π∫ ∫  

iتوانیم به جاي چون بخش موهومی انتگرال فوق برابر صفر است بنابراین می xe ω ازi xe− ω استفاده کنیم  

i xf (x) e e d
2

41
2

ω
−∞ − ω

−∞
= ω

π ∫  

  1) گزینه 10

xدر انتگرال فوریه مقدار = o گیریم: را در نظر می  

sin sin sin xd d dx
x

21
2 2

∞ ∞ ∞ω ω π π
= ω ⇒ ω = ⇒ =

π ω ω∫ ∫ ∫o o o
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x d dx

x xsin sinsin d dx dx
x x

1
2 2

12 2
2 2

2

∞ ∞ ∞

ω = ⇒ ω =

ω π
ω ⇒ = =

ω∫ ∫ ∫o o o

  

xsin x sin
I dx

x
2

2 2
∞

− π π
= = − =∫o

o  

  1) گزینه 11

xA( ) f (x) cos xdx e cos xdx1 1∞ ∞ −
−∞ −∞

ω = ω = π ω
π π∫ ∫  

x
s

s

sA( ) e cos xdx L(cos x)
s1 2 2 2

1

1
1

∞ −
=

=
ω = ω = ω = =

+ ω + ω∫o  

xB( ) f (x) sin xdx e sin xdx1 1∞ ∞ −
−∞

ω = ω = π ω
π π∫ ∫o

  

x
s

s
B( ) e sin xdx L(sin x)

s1 2 2 2
1 1

∞ −
=

=

ω ω
ω = ω = ω = =

+ ω + ω∫o
  

cos x sin xf (x) d21
∞ ω + ω ω

= ω
+ ω∫o

  

  2) گزینه 12

  باشد. ) می8ي ( پاسخ مشابه تست شماره

  2) گزینه 13

cosانتگرال فوریه سینوسی تابع x , x
g(x)

, x
< < π

= 
> π

o
o

  موردنظر است. 

[ ]f ( ) B( ) cos x sin xdx sin( )x sin( )x dx2 1 1 1
π π

ω = ω = ω = ω + + ω −
π π∫ ∫o o

  

cos( )x cos( )xf ( ) ( cos )
0

1 1 1 1 1 11
1 1 1 1

π− ω + ω −   ω = + = + ωπ +   π ω + ω − π ω + ω −   
  

f ( ) ( cos ) 2
2 1

1
ω

ω = + ωπ
π ω −

  

  3) گزینه 14

انتگرال فوریه کسینوسی 
cos x x

f (x)
x

1
2 2

2

π <= 
π >


o

  موردنظر است: 
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[ ]g( ) A( ) cos x cos xdx cos( )x cos( )x dx2 22 1 1 1 1
2 2

π π

ω = ω = ω = ω + + ω −
π π∫ ∫o o

  

sin( )x sin( )xg( ) cos
21 1 1 1 1 1

2 1 1 2 2 1 1

π
ω+ ω− ωπ   ω = + = −   π ω+ ω− π ω+ ω−   o

 

g( ) cos ( ) ( )g( ) cos2
2

1 1 11
2 21

ωπ ωπ
ω = ⇒ − ω ω =

π π− ω
 

d ( )g ( ) sin
d

2 11
2 2

ωπ − ω ω = − ω
 

  1) گزینه 15

x ( ) x ( )

limf (x) limf (x) ( )
1 1

1 1 11
2 2 2− +→ − → −

 
 + = + =
  

o  

  4) گزینه 16

[ ]A( ) sin x cos xdx sin( )x sin( )x dx2 1 1 1
π π

ω = ω = + ω + − ω
π π∫ ∫o o

  

cos( )x cos( )xA( ) 1 1 1
1 1

π+ ω − ω ω = − + π + ω − ω o
  

A( ) ( cos )( ) ( cos ) 2
1 1 1 2 11 1

1 1 1
ω = + ωπ + = + ωπ

π + ω − ω π − ω
  

( cos )cos xf (x) d2
2 1

1
∞ + ωπ ω

= ω
π − ω∫o  

  3) گزینه 17

I f (x)cosa(x )dxda2
∞ ∞

−∞
= −∫ ∫o

  

[ ]I f (x) cos ax cos a sin ax sin a dxda2 2
∞ ∞

−∞
= +∫ ∫o

  

[I cos a f (x)cosaxdx sin a f (x)sin axdx da2 2
∞ ∞ ∞

−∞ −∞
= + ∫ ∫ ∫o

  

[ ]I cos( a)A(a) sin( a)B(a) da2 2
∞

= π +∫o
  

[ ]f (x) A( )cos( x) B( )sin( x) d
∞

= ω ω + ω ω ω∫o  

(f ( ) f ( )) ( )1 12 2 12 10 11
2 2

− += + = + xمقدار انتگرال فوریه در = 2=  

I 11= π  
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  ) تبدیل فوریه1-13

fي تابع تبدیل فوریه (x) شود به صورت زیر تعریف می  

i xF( ) f (x)e dx
∞ − ω
−∞

ω = ∫  

fتبدیل فوریه (x) را با نمادهايf ( )ω ،f̂ ( )ω یاF(f (x)) دهند. نیز نمایش می  

f (x) ي معکوس را تبدیل فوریهF( )ω شود نامیم که به صورت زیر محاسبه می می  

i xf (x) F( )e d1
2

∞ ω
−∞

= ω ω
π ∫  

f: اگر تابع22نکته  (x) اي بوده و انتگرال ي متناهی هموار قطعه در هر بازهf (x)dx
∞

ي همگرا باشد آنگاه تبدیل فوریـه  ∫∞−

f (x) موجود است و آنگاه  

x
lim f (x) , lim F( )

→±∞ ω→±∞
= ω =o o  

  شود هاي زیر نیز در نظر گرفته می و معکوس آن در کتب ریاضی به صورت  : ضرایب تبدیل فوریه23نکته 

i x

i x

F( ) f (x)e dx

f (x) F( )e d

1
2
1
2

∞ − ω
−∞

∞ ω
−∞

 ω = π

 = ω ω
 π

∫

∫
  

i x

i x

F( ) f (x)e dx

f (x) F( )e d

1
2

∞ − ω
−∞

∞ ω
−∞

 ω = π
 = ω ω

∫

∫
  

  سینوسی:  تبدیل فوریه

fبراي تابع (x) , x > o شود تبدیل فوریه سینوسی و معکوس آن به صورت زیر تعریف می  

s

s

F ( ) f (x)sin xdx

f (x) F ( )sin xd2

∞

−∞

∞

ω = ω

= ω ω ω
π

∫

∫o
  

2در روابط فوق ممکن است ضریب هر دو انتگرال را
π

  در نظر بگیریم. 

  کسینوسی  تبدیل فوریه

fبراي تابع (x) , x > o  شود ورت زیر تعریف میصتبدیل فوریه کسینوسی و معکوس آن به  
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c

c

F ( ) f (x)cos xdx

f (x) F ( )cos xd2

∞

∞

ω = ω

= ω ω ω
π

∫

∫
o

o

  

2در روابط فوق ممکن است ضریب هر دو انتگرال را 
π

  در نظر بگیریم. 

f: اگر24نکته  (x)  در هر زیر بازه از( , )∞o اي بوده و انتگرال   هموار قطعهf (x) dx
∞

∫o   ي  همگرا باشد آنگاه تبـدیل فوریـه

  سینوسی و کسینوسی موجود هستند.

  خواص تبدیل فوریه:

)Fاگر )ω تبدیل فوریهf (x) باشد آنگاه  

  ) تراکم یا انبساط1

F(f (ax)) F( )
a a
1 ω

=  

  ) انتقال2

i aF(f (x a)) e F( )− ω− = ω  

fدر تابع iaxe) ضرب3 (x)  
iaxF(f (x)e ) F( a)= ω− 

fدر تابع x) ضرب 4 (x)  

F(xf (x)) iF ( )′= ω  
n n (n)F(x f (x)) (i) F ( )= ω  

f) تبدیل فوریه مشتق 5 (x)  

fاگر (x) ،f (x)′ ،f (x)′′،... ،(n )f (x)1− ي  در بازه( , )−∞ f(n)وپیوسته بوده  ∞ (x) اي  ي قطعه ي متناهی پیوسته در هر بازه

fباشد و ضمناً (x) ،f (x)′،... ،(n)f (x)  

)ي  در بازه , )−∞   پذیر باشند آنگاه مطلقاً انتگرال ∞

(n) nF(f (x)) (i ) F( )= ω ω  

F(f (x)) i F( )′ = ω ω  

F(f (x)) F( )2′′ = −ω ω  
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c) اگر6 sF , F ي  تبدیلات فوریه سینوسی و کسینوسی باشند و شرایط مشابه خاصیت قبل در بازه( , )∞o صادق باشد آنگاه  

s s

s c

F (f (x)) f ( ) F (f (x))

F (f (x)) f ( ) F (f (x))

2

2

+

+

′′ = ω − ω

′′ ′= − − ω

o

o
  

g(x),f) براي دو تابع7 (x) گردد کانولوشن (پیچش) به صورت زیر تعریف می  

f (x)*g(x) f (u)g(x u)du g(u)f (x u)du
∞ ∞

−∞ −∞
= − = −∫ ∫  

,gاگر تابع f ي  در بازه( , )∞o تعریف شده باشند آنگاه  
x x

f (x)*g(x) f (u)g(x u)du g(u)f (x u)du
0

= − = −∫ ∫o
  

)Fاگر  )ω  وG( )ω ي  تبدیلات فوریهg(x), f (x) باشند آنگاه  

F(f (x)*g(x)) F( )G( )

F(f (x)g(x)) F( )*G( )1
2

= ω ω

= ω ω
π

  

  ) تساوي پارسوال8

iاگر  xF( ) f (x)e dx
∞ − ω
−∞

ω =   باشد آنگاه ∫

f (x) dx F( ) d2 21
2

∞ ∞

−∞ −∞
= ω ω

π∫ ∫  

iاگر  xF( ) f (x)e dx1
2

∞ − ω
−∞

ω =
π   باشد آنگاه ∫

f (x) dx F( ) dx
22∞ ∞

−∞ −∞
= ω∫ ∫  

f) اگر تابع حقیقی 9 (x) را به صورت مجموع توابع زوج و فرد بنویسیم در اینصورت روابط زیر را داریم  

e of (x) f (x) f (x)= +  

eF(f (x)) Re(F( ))= ω  

oF(f (x)) i Im(F( ))= ω  

f) اگر 10 (x) تابعی حقیقی باشد آنگاهRe(F( ))ω  تابعی زوج وIm(F( ))ω .تابعی فرد است  

  ي تابع فرد، تابعی موهومی و فرد است. باشد و تبدیل فوریه ي تابع زوج، تابعی حقیقی و زوج می بنابراین تبدیل فوریه

f) اگــر 11 (x)   تــابعی زوج باشــد در اینصــورتcF(f (x)) F (f (x))2=  اگــرf (x)    تــابعی فــرد باشــد در اینصــورت

sF(f (x)) iF (f (x))2= −  

  ) خاصیت دوگان12
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)Fاگر )ω ي  تبدیل فوریهf (x) باشد آنگاه  

F(F(x)) f ( )2= π −ω  

  تبدیل لاپلاس) ارتباط تبدیل فوریه و 13

fاگر (x) ي در بازه( , )∞o پذیر بوده و  مطلقاً انتگرالf (x) ; x= <o o در اینصورت روابط زیر صادق است  

F( ) L(f (x))
S i

ω =
= ω

  

CF (f (x)) Re(F( ))= ω  

sF (f (x)) Im(F( ))= − ω  

fاگر  (x) ي در بازه( , )−∞ o پذیر بوده و  مطلقاً انتگرالf (x) ; x= >o o ي زیر صادق است. در اینصورت رابطه  

F( ) L(f ( x))
S i

ω = −
= − ω

  

fاگر تابع (x) هاي در بازه( , ) , ( , )−∞ ∞o o پذیر باشد در اینصورت ارتباط تبدیل فوریه و تبـدیل لاپـلاس بـه     مطلقاً انتگرال

  باشد. صورت زیر می

f (x) f (x) f (x)1 2= +  
f (x) x f (x) x

f (x) , f (x)
x x1 2

> < 
= = 

< > 

o o
o o o o

  

F( ) F ( ) F ( ) L(f (x)) L(f ( x))
S i s i1 2 1 2ω = ω + ω = + −

= ω = − ω
  

: تبدیل فوریه پاسخ معادله30مثال 
te ty y

t

4
4

− ≥′ − = 
<

o
o o

)yچیست اگر   )ω تبدیل فوریهy(t) ـ    )78باشد؟ (کامپیوتر 

  1 (2
1

16
−

+ ω
  2(

i
1

4 − ω
  3(

i
1

4 + ω
  4 (2

1
16 − ω

  

  1پاسخ: گزینه 
te tg(t) L(g(t))

St

4 1
4

− ≥= ⇒ =
+<

o
o o

  

F(g(t))
S iS i

1 1
4 4

= =
= ω+ + ω

  

F(y ) i y( )′ = ω ω  

2 2
1 1 1 1i y( ) 4y( ) y( )

4 i i 4 i 4 i 16
ω ω − ω = ⇒ ω = =

+ ω ω − ω + ω −
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y( ) 2
1

16
ω = −

ω +
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F(f: اگر31مثال  (x) F( )= ω ي تابع باشد در اینصورت تبدیل فوریهtf ( )2
4

′ )Fرا بر حسب − )ω .تعیین کنید  

  پاسخ:

F(f (t)) i F( )′ = ω ω  
iF(f (t )) i F( )e22 ω′ + = ω ω  

i( )

i

tF(f ( )) i( F( e

tF(f ( )) i F( e

2 4

8

12 4 4
14
4

2 16 4
4

− ω

− ω

′ − + = − ω) − ω)
−

′ − + = − ω − ω)

  

  ي توابع زیر را تعیین کنید. : تبدیل فوریه32مثال 

Kالف) xf (x) e , K−= > o  

fب)  (x)
K x2 2

1
==

+
  

Kxfج) (x) e ; K
2−= > o  

  پاسخ: 

  الف)

f (x) f (x) f (x)1 2= +  
Kx

kx

xe xf (x) , f (x)
x e x1 2

− > > = = 
< <  

o oo
o o o

  

F(f (x)) L(f ( x))
S i i K1 1

1
= − =

= ω ω +
  

Kx

x
f ( x)

e x2 −

<− = 
>

o o

o
  

2 2
1F(f (x)) L(f ( x))

S i i K
= − =

= − ω − ω +
  

KF( )
i K i K K2 2

1 1 2
ω = + =

ω+ − ω+ + ω
  

  کنیم ب) از خاصیت دوگان استفاده می

K x K KK KF(e ) F( ) e e
K K x2 2 2 2

2 2 2 2− − −ω − ω= ⇒ = π = π
+ ω +
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K KF( ) e e
K KK x2 2

1 1 2
2

− ω − ωπ
= π =

+
  

  ج) 

Kx Kx i x kx cos xdx i kxF(e ) e e dx e e sin xdx
2 2 2 2∞ ∞ ∞− − − ω − ω − −

−∞ −∞ −∞
= = ω∫ ∫ ∫  

kxeچون  sin x
2− ω :تابعی فرد است بنابراین  

Kxe sin xdx
2∞ −

−∞
ω =∫ o  

Kx Kx Kx cos xdxF(e ) e cos xdx e
2 2 2

2
∞ ∞− − − ω
−∞

= ω =∫ ∫o  

Kx K KF(e ) e e
K K

2 2
2

4 42
4

ω ω
− −− π π

= =  

g(t): اگر توابع33مثال  , f (t)به شکل زیر باشند، تبدیل فوریه تابع(G( ))g(t)ω بر حسب ،F( )ω   برابر است با  

  
  1(jF( )e2 2 − ωπω  2(jF( )e 22 2 − ωπω  3 (jj F( )e2 − ωπω ω  4 (jj F( )e 24 2 − ωπω ω  

  4پاسخ: گزینه 

sin t , t
f (t)

, t , t
− − π < < π

=  > π < −πo
  

tcos , t
g(t)

, t , t

4
2

4

 < < π= 
 < > π

o

o o
  

j

j

F(f (t)) F( ) F(f (t )) e F( )
tF(f ( )) e F( )22 2
2

− ωπ

− ωπ

= ω ⇒ − π = ω

− π = ω
  

tsin , ttf ( )
, t , t

4
2

2 4

 < < π− π = 
 < > π

o

o o
  

tg(t) (f ( ))2
2

′= − π  

jtF(g(t)) j F(f ( )) j e F( )22 2 2 2
2

− ωπ = ω − π = ω ω   
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jF(g(t)) j e F( )24 2− πω= ω ω  

  باشد : تابع ضربه داراي خواص زیر می25نکته 

1(  

(Kx) (x)
K
1

δ = δ  

( x) (x)δ − = δ  

2 (  

f (x) (x a) f (a) (x a)δ − = δ −  

3 (  

(x) dx 1
+

− δ =∫
o

o
  

f (x) (x)dx f ( )
+

− δ =∫
o

o
o  

  ) تابع پله واحد4

x x
u(x) (x)dx

x
1

−∞

>
= δ =  <

∫
o

o o
  

u (x) (x)′ = δ  

5 (  
f (x)* (x a) f (x a)
(f (x)*g(x)) f (x)*g(x) f (x)*g (x)

δ − = −
′ ′ ′= =

  

  ي زیر در مورد تبدیل فوریه صادق است : رابطه26نکته 
x

F( f (x)dx) F( ) F( ) ( )
i
1

−∞
= ω + π δ ω

ω∫ o  

  

(x): تبدیل فوریه توابع34مثال  , , u(x) ,sin ax,cosax1δ.را تعیین کنید  

  پاسخ:

i x i x i xF( (x)) (x)e dx (x)e dx e
x

1
+∞ − ω − ω − ω
−−∞

δ = δ = δ = =
=∫ ∫

o

o o
  

fتبدیل فوریه (x)   کنیم: را از خاصیت دوگان تعیین می =1

F( (x)) F( ) ( ) ( )1 1 2 2δ = ⇒ = πδ −ω = πδ ω  
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F( ) ( )1 2= πδ ω  
x

F(u(x)) F( (x) dx) F( (x)) (F( (x)) ) ( )
i
1

−∞
= δ = δ + π δ δ ω

ω =ω∫ o
  

F(u(x)) ( )
i
1

= + πδ ω
ω

  

iax iaxF(sin ax) F(e e ) ( ( a) ( a))
i i

1 1 2 2
2 2

−= − = πδ ω − − πδ ω+  

F(sin ax) i( ( a) ( a)) i( ( a) ( a))= −π δ ω− − δ ω+ = π δ ω + − δ ω−  
iax iaxF(cosax) F(e e )1

2
−= +  

F(cosax) ( ( a) ( a))= π δ ω+ + δ ω−  
  فوریه تابع زیر را به دست آورید  : تبدیل 35مثال 

t
t t

f (t)
t t

t

1
1 1
1 1

1

−∞ < < −
 + − ≤ ≤= 

− ≤ ≤
 ≤ < ∞

o
o

o
o

  

  1(cos
2

1
2

− ω

ω
  2(( cos

2
2 1− ω)

ω
  3(cos

2
1 2− ω

ω
  4(cos

2
2 1ω−

ω
  

  2پاسخ: گزینه 

f (x) .تابعی زوج است  
i t i tF( ) f (t)e dt f (t) e dt

1

1

∞ − ω − ω
−∞ −

ω = =∫ ∫  

F( ) f (t)cos tdt i f (t)sin tdt
1 1

1 1− −
ω = ω − ω∫ ∫  

F( ) f (t) cos tdt ( t)cod tdt
1 1

1 0
2 1

−
ω = ω = − ω∫ ∫  

t ( cos )F( ) sin t cos t
1

2 2
1 1 2 12 − − ω ω = ω − ω = ω ω ω o

  

  هاي مهم : تبدیل فوریه27نکته 
a x a) F(e ) ,a )F( (x))

a2 2
21 4 1− = > δ =
+ ω

o  

a) F( ) e ) F(u(x) ( )
a ia x2 2

1 12 5− ωπ
= = + πδ ω

ω+
  

ax a)F(e ) e , a )F( ) ( )
a

2
2

43 6 1 2
ω

−− π
= > = πδ ωo  
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  مجموعه تست) 1-14

]با استفاده از فرمول  ـ1 ] [ ]c cF f F f f ( )2 2′′ ′= −ω −
π

oتبدیل فوریه کسینوسی تابع ،axf (x) e−=  با شرطa > o   :عبارتست از  

  1(
a

1
2
π

ω −
  2(

a2
ωπ

+ ω
  3(a

a2 2
2
π+ ω

  4 (a
(a )2 2π − ω

  

sinهاي نامنفیxتابعی فرد و به ازاي fاگر  ـ2 x x
f (x)

x
≤ ≤ π

= 
≥ π

o
o

iآنگاه تبدیل فوریـه آن   xf̂ ( ) f (x)e dx
∞ − ω
−∞

ω = بـا   ∫

  کدام گزینه برابر است؟  

  1(sin( )
2

2
1

πω

ω −
  2(i sin(

2
2

1
πω)

ω −
  3(sin(

2
2

1
πω)

− ω
  4(i sin(

2
2 πω)

1− ω
  

iاگر ـ3 xF( ) e f (x)dx
∞ − α
−∞

α = fي تبدیل فوریه ∫ (x)ي  باشد، تبدیل فوریهcosax f (x)2   کدام است؟  

  1 (F( a) F( a)α − + α +  2(F(a ) F(a )− α − + α  3(F(a ) F(a )− α + + α  4(F( a) F( a)α − − α +  

fاگر تبدیل فوریه ـ4 (t) باi tf̂ ( ) e f (t)dt
∞ − ω
−∞

ω = aگاه تبدیل فوریـه تـابع   تعریف شود، آن ∫ tf (t) e sin bt−=،b,a > o   ،ثابـت

  کدام است؟

  1(iab
(a b ) b2 2 2 2 2 2

4
4

− ω
+ + ω − ω

    2(ib
(a b ) b2 2 2 2 2 2

4
4

ω
+ + ω − ω

  

  3(iab
(a b ) b2 2 2 2 2 2

4
4

ω
+ + ω − ω

    4 (ab
(a b ) b2 2 2 2 2 2

4
4

ω
+ + ω − ω

  

xfتبدیل فوریه کسینوسی تابع ـ5 (x) e , x−= > o عبارتست از  

  1 (c
zF (z)

z2
2

1
=

π +
  2 (cF (z)

z2
2 1

1
=

π +
  3(cF (z)

z2
2 1

1
=

π −
  4(c

zF (z)
z2

2
1

=
π −

  

fتبدیل فوریه تابع ـ6 (x)   که در شکل مقابل نشان داده شده، کدام است؟  

  

  1 (sin( )2 2ω
ω

  2(cos( )4 2ω
ω

  3(cos( )2 4ω  4 (sin( )4 2ω  
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yي حل معادله دیفرانسیل تبدیل فوریه ـ7 y
t2

1
1

−′′π − π =
+

  چیست؟   

  1(y( ) e2 −ωω = ω  2(ey( ) 2

−ω

ω =
ω

  3(y( ) ( )e2 1 −ωω = ω +  4(ey( ) 2 1

−ω

ω =
ω +

  

fاگر تبدیل فوریه یک تابع ـ8 (t)،t−∞ < <   داراي فرمول زیر باشد ∞

it
f̂ ( ) f (t) e dt

− ω∞

−∞
ω = ∫  

sinآنگاه تبدیل فوریه  tf (t)
t

sinرا بیابید (راهنمایی = t dt
t 2

∞ π
=∫o

  (  

  1 (,
f̂ ( )

,

1

1

 ω >ω = 
π ω ≤

o  2(
,

f̂ ( ) ,

,

1

1
2

1

 ω >


πω = ω =

π ω <

o

  3(
,

f̂ ( ) ,

,

1

1
4

1
2


ω >


πω = ω =


π

ω <

o

  4 (,
f̂ ( )

,

1

1

 ω ≥ω = 
π ω ≤

o  

xfتبدیل کسینوسی فوریه تابع ـ9 (x) e   کدام است؟   =−3

  1(f̂ ( ) 2
3

9
ω =

+ ω
  2(f̂ ( ) 2

1
9

ω =
+ ω

  3(f̂ ( ) 2
2 3

9
ω =

π + ω
  4 (f̂ ( ) 2

6 1
9

ω =
π + ω

  

tfاگر تبدیل فوریه تابع ـ10 (t) e
2−α=  برابر باF( ) e

2

4
ω

−
απ

ω =
α

tg(t)ي باشد، تبدیل فوریـه   te
2−α=     :عبـارت خواهـد بـود از

( j )1= −    

  1(e
2

4
2

ω
−

αω π
α α

  2(e
2

4
2

ω
−

αω π
−

α α
  3(j e

2

4
ω

−
αω π

α α
  4(j e

2

4
2

ω
−

αω π
−

α α
  

,تابع ـ11 x a
f (x)

, x a

1 <= 
>o

 ،a > o ثابت، مفروض است اگرf̂ ( ) a2=oگاه ، آنf̂ (   چقدر است؟ 1(

  1(sin a  2(sin a2  3(sin a1
2π

  4 (sin a2
2π

  

xfي تابع،  تبدیل فوریه ـ12 (x) , a
x a2 2= >

+
o با رابطه ،i xf̂ ( f (x)e dx

∞ − ω
−∞

ω) = f̂شود، در این صورت تعریف می ∫ ( )ω  :  

ai) برابر است با1   e− ωπ    2برابر است با (ai eωπ  

ωبه ازاي aieωπبا) تابع فردي است و برابر است 3   > o  4تابع فردي است و برابر است با (aieωπ به ازايω < o  
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    ي یک تابع فرد و حقیقی: تبدیل فوریه ـ13

  ) یک تابع زوج و حقیقی است2  ) یک تابع فرد و حقیقی است1  

  ) یک تابع فرد و موهومی محض است4  ) یک تابع زوج و موهومی محض است 3  

iي  با رابطه fاي هموار  پذیر و تکه ـ اگر تبدیل فوریه تابع مطلقاً انتگرال14 tf̂ ( ) f (t) e dt
∞ − ω
−∞

ω = گـاه تبـدیل    تعریف شود، آن ∫

sinفوریه tf (t)
t

  کدام است؟   =

  1(,
f̂ ( )

,

1
2

1

π ω <ω = 
 ω >o

  2(,
f̂ ( )

,

1 ω < πω = 
ω > πo

  3(,
f̂ ( )

,

1

1

π ω <ω = 
ω >o

  4(,
f̂ ( )

,

1
2

1

π ω >ω = 
 ω <o

  

sinاگر ـ15 t dt
t 2

∞ π
=∫o

sin، آنگاه تبدیل فوریه تابع xf (x)
x

i، یعنی = xsin xF( ) e dx
x

∞ ω
−∞

ω =   برابر است با: ∫

  1(,

,

1

1

 ω ≥


π ω <

o  2(,

,

 ω ≥ π


π ω < π

o  3(
,

,

,
2

 ω ≥ π


π ω = π

π ω < π

o

  4(
,

,

,

1

1
2

1

 ω >


π ω =

π ω <

o

  

xF(eـ اگر16 ) e
2

2
41

2

ω
−− xg(x)(تبدیل فوریه) باشد، آنگاه تبدیل فوریه تابع = xe

  کدام است؟  =−2

  1(i e
2

2
ω

−
ω  2(i e

2

2
ω

ω  3(
i

i e
2

2
ω

−
− ω  4(i e

2

4

2 2

ω
−ω

−  

ـ تبدیل فوریه تابع17
xe , xf (x)

, x

2− >= 
<

o
o o

  عبارتست از:   

  1(f̂ ( )
( i

1
2 2

−
ω =

π − ω)
  2(f̂ ( )

( i
1

2 2
ω =

π − ω)
  3(f̂ ( )

( i
1

2 2
−

ω =
π + ω)

  4(f̂ ( )
( i
1

2 2
ω =

π + ω)
  

fـ تابع18 ( )ω ي تابع تبدیل فوریهxf (x) e
  در کدام یک از معادلات دیفرانسیل زیر صادق است؟   =−2

  1(dF( ) F( )
d

ω
+ ω ω =

ω
o  2(dF( ) F( )

d

2

2
ω ω

+ ω =
ω

o  3 (dF( ) F( )
d 2

ω ω
+ ω =

ω
o  4(dF( ) F( )

d
2ω

+ ω =
ω ω

o  

ي سینوسی  ـ تبدیل فوریه19
atef (t)

t

−

  برابر کدام است؟   =

  1(a
a2 2+ ω

  2(tan ( )
a

1− ω  3(tan
a
ω  4 (

a2 2
ω

+ ω
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tfـ اگر تبدیل فوریه تابع20 (t)
t a2 2=

+
 )a > o ثابت) به صورتi tF( ) e f (t)dt

∞ − ω
−∞

ω = )تعریـف شـود   ∫ R)ω∈ آنگـاهF( )ω 

  کدام است؟  

  1 (aie−ω−π  2(aie−ωπ  3(aie2 −ωπ  4(
a

a

ie ,

ie ,

−ω

ω

−π ω >


π ω <

o

o
  

,u(xـ براي 21 t) u(x, t)
t x

2

2
∂ ∂

=
∂ ∂

u(xو   , ) f (x) , t , x= > − ∞ < < ∞o ox−∞ < < ,u(xي ، تبدیل فوریه∞ t)  نسبت به متغیرx 

)Uیا  , t)ω   کدام است؟  

  1(tU( , t) F( )e−ωω = ω  2(tU( , t) F( )e
2−ωω = ω  3(j tU( , t) F( )e− ωω = ω  4(j tU( , t) F( )e

2− ωω = ω  

ـ تبدیل فوریه کسینوسی تابع22
x

f (x) x
x

1 1
1 1 2

2

− < <
= < <
 >

o

o
  عبارتست از   

  1(cos cos( )2 2 2ω + ω
π ω

  2(sin sin( )2 2 2ω + ω
π ω

  3(cos cos( )2 2 2ω − ω
π ω

  4(sin sin( )2 2 2ω + ω
π ω

  

)تبدیل فوریه تابع ـ 23 )
2a ixe , 1 x 1f x

0 ,

 − < <= 


  

  1 (( )2

2

cos a2
a

+ ω

π + ω
    2 (( )2

2

cos a

2 a

+ ωπ
+ ω

  

  3(
 

( )2

2

sin a

2 a

+ ωπ
− ω  

  4(
 

( )2

2

sin a2
a

− ω

π − ω  
  

fتبدیل فوریه تابع  - 24 (t)
t2

1
1

=
+

)کدام است؟ (در صورتی کـه    ) i tF( ) f t e dt
∞ − ω
−∞

ω = fرا تبـدیل فوریـه    ∫ (t)  تعریـف

  کنیم)  

  1 (F( ) e− ωω =  2 (F( ) e− ωω = π  3 (F( )
i

1
1

ω =
+ ω

  4 (F( )
i1

π
ω =

+ ω
  

x) براي تابع 25 , x
f (x)

,
1 1

0
− < <

= 


iتبدیل فوریه با تعریف  xf (x)e dx1
2

∞
− ω

−∞π   عبارت است از:∫

  1 (i icos( (e e ))
i 2

1 2 1
2

− ω ωω
+ +

− ωπ ω
  2 (i ( cos sin )2

2
ω ω − ω

π ω
  

  3 (i icos( (e e ))
i 2

1 2 1
2

− ω ωω
+ −

ωπ ω
  4 (i cos isin( )2

2 ω ω
+

π ω ω
  

  

 سایر مقادیر

 سایر مقادیر
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   ) پاسخ تست1-15

  3) گزینه 1

ax ax axf (x) e f (x) ae , f (x) a e2− − −′ ′′= ⇒ = − =  

f ( ) a′ = −o  

ax ax ax
c C c

aa F e F e a F e
a

2 2
2 2

2 2− − −     = −ω + ⇒ =     π π+ ω
  

  2) گزینه 2

F( ) f (x)cos xdx i f (x)sin xdx
∞ ∞

−∞ −∞
ω = ω − ω∫ ∫  

f (x)cos xω تابعی فرد است بنابراین  

f (x)cos xdx
∞

−∞
ω =∫ o  

F( ) i f (x)sin xdx i f (x)sin xdx i sin x sin xdx2 2
∞ ∞ π

−∞
ω = − ω = − ω = − ω∫ ∫ ∫o o

  

[ ] sin( )x sin( )xF( ) i cos( )x cos( )x dx i 1 11 1
1 1

π
π + ω − ω ω = + ω − − ω = − + ω − ω ∫o

o
  

F( ) i( sin )( ) i( sin 2
1 1 2

1 1 1
ω = − πω + = − πω)

+ ω − ω − ω
  

sinF( ) i 22
1

πω
ω =

ω −
  

  1) گزینه 3

iax iaxcos ax e e2 −= +  

[ ] iax iaxF cos axf (x) F e f (x) e f (x) F( a) F( a)2 − = + = α − + α +   

  1) گزینه 4

  ) و خواص تبدیل فوریه داریم:27براساس نکته (

a t aF(e )
a2 2

2− =
+ ω

  

iaxF(f (x)e ) F( a)= ω−  

a t a t a tibt ibtF(e sin bt) F(e e e e )
i

1
2

− − − −= −  
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a a
i a ( b) a ( b2 2 2 2

1 2 2
2

 
= − 

+ ω − + ω + ) 
  

a
i a b b a b b2 2 2 2 2 2

1 1
2 2

 = − + + ω − ω + + ω + ω 
  

b iabai
(a b ) b (a b ) b2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 4
4 4

ω − ω
= − =

+ + ω − ω + + ω − ω
  

  2) گزینه 5

2ها ضریب تبدیل فوریه را کنیم ضمناً براساس گزینه ) تبدیل فوریه استفاده می13از خاصیت (
π

  گیریم. در نظر می 

F( ) L(f (x))
s i s is i

2 1 2 1
1 1

ω = = =
= ω = ωπ + π ω+

  

c
iF (f (x)) Re(F( )) Re( ) Re( )

i 2 2
2 1 2 1 2 1

1 1 1
− ω

= ω = = =
π ω + π π+ ω + ω

  

cF (z)
z2

2 1
1

=
π +

  

  1) گزینه 6

i x i x i iF( ) f (x)e dx e dx (e e )
i

2 2 2
2

1∞ − ω − ω − ω ω
−∞ −

ω = = = − −
ω∫ ∫  

i i sin( )F( ) (e e )
i

2 21 2 2ω − ω ω
ω = − =

ω ω
  

  4) گزینه 7

F(y) تبدیل فوریه: 5) و خاصیت (27نکته ( (t)) Y( ) , F( ) e
t

2
2

1
1

− ω′′ = −ω ω = π
+

  

2 | |Y( ) Y( ) e− ω−πω ω − π ω = −π  

eY( ) 21

− ω

ω =
+ ω

  

  2) گزینه 8

,ي تابع فوریهروش اول: ابتدا تبدیل  x
g(x)

, x

1 1

1

 <= 
>o

  کنیم را تعیین می 

i x i x sinF(g(x)) e dx e
i

1

1

11 2
1

− ω − ω
−

ω
= = =

−− ω ω∫  

sinي تابع براي تعیین تبدیل فوریه xf (x)
x

  کنیم از خاصیت دوگان استفاده می =
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sin xF( ) g( ) F(f (x)) g( ) g( )
x

2 2= π −ω ⇒ = π −ω = π ω  

  کنیم: میضمناً در نقاط ناپیوستگی از میانگین حد چپ و حد راست استفاده 

F(f (x))

1

1
2

1

 ω >


π= ω =

π ω <

o

  

  روش دوم:

i tsin t sin t sin tF( ) e dt cos t dt i sin t dt
t t t

∞ ∞ ∞− ω
−∞ −∞ −∞

ω = = ω − ω∫ ∫ ∫  

sin t sin tdt
t

∞

−∞
ω =∫ o  

sin t sin tF( ) cos tdt cos t dt
t t

2
∞ ∞

−∞
ω = ω = ω∫ ∫o

  

sinنادرست است 3گزینه  tF( ) dt
t

2
∞

= = π ⇒∫o
o  

)Fبراي  4در گزینه    نادرست است. 4دو مقدار مشخص  شده است که بی معنی است بنابراین گزینه  1(

sin t sin t sin tF( ) cos tdt dt d( t)
t t t

2 21 2 2
2 2

∞ ∞ ∞ π
= = = =∫ ∫ ∫o o o

  

  نادرست است. 2بنابراین گزینه 

  1) گزینه 9

x
CF (f (x)) f (x) cos xdx e cos xdx L(cos x)

s
3

3
∞ ∞ −= ω = ω = ω

=∫ ∫o o
  

c
sF (f (x))

ss2 2 2
3

3 9
= =

=+ ω + ω
  

  4) گزینه 10

t tf (t) e f (t) te g(t)
2 2

2 2
−α −α′= ⇒ = − α = − α  

g(t) f (t) F(g(t)) F(f (t)) j e
2

41 1 1
2 2 2

ω
−

απ′ ′= − ⇒ = − = − ω
α α α α

  

  2) گزینه 11

  گیریم: تبدیل فوریه را به صورت زیر در نظر می
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ai x i x i a i a
a

KF( ) K f (x)e dx K e dx (e a )
i

∞ − ω − ω − ω ω
−∞ −

ω = = = −
− ω∫ ∫  

K sin aF( ) 2 ω
ω =

ω
  

sin aF( ) Ka a K F( ) 22 2 1 ω
= = ⇒ = ⇒ ω =

ω
o  

F( ) sin a1 2=  

  4) گزینه 12

 کنیم ) استفاده می27) تبدیل فوریه و نکته (4از خاصیت (

a

a

a

e ,
aF( ) e

aa x e ,
a

2 2
1

− ω

− ω

ω

π ω >π = = 
π+  ω <



o

o
 

F(xf (x)) iF ( )′= ω 
a

a
a

ie ,xF( ) i( e )
ax a ie ,2 2

− ω
− ω

ω

−π ω >π ′= = 
+ π ω <

o

o
 

fي  بنابراین تبدیل فوریه (x)تابعی فرد است و برابر است با ،aie ωπ به ازايω < o  

  4) گزینه 13

  صحیح است. 4) تبدیل فوریه، گزینه 10براساس خاصیت (

  3) گزینه 14

  صحیح است. 3)، گزینه 8براساس پاسخ تست (

  4) گزینه 15

  دهیم. ) است ولی در این تست روش دیگري را ارائه می8این تست مشابه تست (

, asin ax dx
x , a

2

2

∞

π >= 
π− <



∫o
o

o
  

i xsin x sin xF( ) e dx (cos x isin x)dx
x x

∞ ∞ω
−∞ −∞

ω = = ω + ω∫ ∫  

sin x sin( )x sin( )xF( ) cos xdx dx dx
x x x

1 12
∞ ∞ ∞+ ω − ω

ω = ω = +∫ ∫ ∫o o o
  

+1اگر  ω > o 1و− ω > o1یعنی 1− < ω )Fآنگاه: > )
2 2
π π

ω = + = π  
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+1اگر  ω > o 1و− ω < o1یا+ ω < o1و− ω > o 1یعنیω   آنگاه:<

F( )
2 2
π π

ω = − + = o  

1ωاگر )Fآنگاه: = )
2 2
π π

ω = + =o  

1ωاگر = )Fآنگاه: − )
2 2
π π

ω = + =o  

,

F( ) ,

,

1

1
2

1

 ω >


πω = ω =

π ω <

o

  

  4) گزینه 16

x x

x

F(f (x)) i F( )

iF(e ) e F( xe ) e

iF(xe ) e

2 2
2 2

4 4

2
2

4

1 2
2 2

2 2

ω ω
− −− −

ω
−−

′ = ω ω

ω
= ⇒ − =

ω
= −

  

  4) گزینه 17

  کنیم: ) تبدیل فوریه استفاده می13از خاصیت (

F( ) L(f (x))
s i s is i

1 1
2 2

ω = = =
= ω = ω+ ω +

  

1ها ضریب تبدیل فوریه البته براساس گزینه
2π

  در نظر گرفته شده است: 

F( )
i

1 1
22

ω =
ω+π

  

  3) گزینه 18

x i xF( ) e e dx
2∞ − − ω

−∞
ω = ∫  

x i x i x xF ( ) ixe e dx ie d(e )
2 21

2
∞ ∞− − ω − ω −
−∞ −∞

′ ω = − = − −∫ ∫  

  

x i x x i xF ( ) ie e e e dx
2 21

2
∞− − ω − − ω
−∞

 +∞
′ ω = − − + ω −∞ 

∫  
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x i xF ( ) e e dx F( )
21

2 2
∞ − − ω
−∞

ω′ ω = − ω = − ω∫  

dF( ) F( )
d 2

ω ω
+ ω =

ω
o  

  2) گزینه19

L(sin t)
s2 2

ω
ω =

ω +
  

s

sin t s sL( ) ds tan tan
st s

1 1
2 2 2

∞ − −∞ω ω π
= = = −

ω ωω +∫  

at at

s

at

s

e e sin t aF ( ) sin t dt L( ) tan
s at t t

e aF ( ) cot tan
t a

1
0

1 1

2

− −∞ −

−
− −

ω π
= ω = = −

= ω

ω
= =

ω

∫
  

  4) گزینه 20

  صحیح است. 4)، گزینه 12براساس پاسخ تست (

  2) گزینه 21

  گیریم: تبدیل فوریه می xي داده شده نسبت به  از طرفین رابطه

U( , t) (i ) U( , t) U( , t)
t

2 2∂ ω
= ω ω = −ω ω

∂
  

dU( , t) dt LnU( , t) t c
U( , t)

2 2
1

ω
= −ω ⇒ ω = −ω +

ω
  

tU( , t) ce
2−ωω =  

u(x , ) f (x) U( , ) F( ) C F( )= ⇒ ω = ω ⇒ = ωo o  

tU( , t) F( )e
2−ωω = ω  

  2) گزینه 22

c

c

F ( ) cos xdx cos xdx

sin x sin x sin sinF ( ) ( )

1 2

1

2

1 22 2 2 2
1

 ω = − ω + ω  π
 ω ω ω − ω

ω = − + = π ω ω π ω 

∫ ∫o

o

  

  4) گزینه 23

i xF( ) f (x)e dx1
2

∞ − ω
−∞

ω =
π ∫  
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ia x i x i(a )xF( ) e e dx e dx
2 21 1

1 1

1 1
2 2

− ω −ω
− −

ω = =
π π∫ ∫  

i(a ) i(a ) sin(a )F( ) e e
i(a ) a

22 2

2 2
1 1 1 2
2 2

−ω − −ω − ω ω = − =  − ω − ωπ π
  

sin(a )F( )
a

2

2
2 − ω

ω =
π − ω

  

  2) گزینه 24

)aF  ):27نکته ( ) e
aa t2 2

1 − ωπ
=

+
  

F( ) e
t2

1
1

− ω= π
+

  

  2) گزینه 25

, x
g(x) f (x) x g(x)

,
1 1 1− < <

= ⇒ =
o

  

i x i iF(g(x)) e dx (e e )
i

1

1

1 1 1
2 2

− ω − ω ω
−

−
= = −

ωπ π∫  

sinF(g(x)) G( ) 2 ω
= ω =

π ω
  

  ) تبدیل فوریه:4براساس خاصیت (

sinF(f (x)) F(xg(x)) iG ( ) i( )2 ω′ ′= = ω =
π ω

  

iF(f (x)) ( cos sin )2
2

= ω ω − ω
π ω

  

 سایر نقاط
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  ها توابع مختلط، نگاشت: دومفصل 

  ) اعداد مختلط2-1

  شود مجموعه اعداد مختلط به صورت زیر تعریف می

 { }C x iy |x, y ,i 1= + ∈ = −¡  

zمختلطهر عدد  x iy= zباشد بنابراین بـه صـورت   ي مختلط می معرف یک نقطه در صفحه + (x, y)=   نیـز نمـایش داده 

  شود. می

xبخش حقیقی عدد مختلط Re(z)= =  

yبخش موهومی عدد مختلط Im(z)= =  

Zعدد مختلط را به فرم قطبی (r, )= θ توان نمایش داد. نیز می  

  
Z(r(قدر مطلق یا اندازه یا مدول عدد  z= =  

Z (arg(z)θومان عدد (زاویه یا آرگ = =  

θ تواند باشد ولی هر مقدار حقیقی میr ≥ o .است  

  : ارتباط فرم دکارتی و فرم قطبی1نکته 

x r cos
y r sin

= θ
 = θ

  

r x y
ytan
x

2 2 = +


θ =


  

yarcرم قرار داشته باشد آنگاهدر ربع اول یا چها Zي  اگر نقطه tan( )
x

θ در ربع دوم یا سوم قرار داشـته   Zي  و اگر نقطه =

yarcباشد آنگاه tan( )
x

θ = π   به صورت زیر قابل نمایش است: Zبراساس روابط فوق عدد مختلط +

Z x iy r(cos i sin )= + = θ + θ  

ieرابطه اویلر: cos isinθ = θ + θ  
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i iarg(z)Z re z eθ= =  

iبراساس رابطه اویلر  ke cos k isin k2 2 2 1π = π + π   بنابراین =

i i( k )e e 2θ θ+ π=  
  شمار آرگومان است. ي فوق، هر عدد مختلط در فرم قطبی داراي بی براساس رابطه

  : آرگومان اصلی2نکته 

)ي  که در فاصله Zمقداري از آرگومان  ],−π π نامیم و با هاي اصلی می قرار دارد را آرگومانArg (z) دهیم.  نشان می  

arg(z) Arg(z) k ,k z2= + π ∈  

  :i:روابط مهم در مورد 

i i
i , i , i, i , i e , i e

i
2 4 2 211 1 1

π π
−

= − = − = − = = − =  

  تساوي دو عدد مختلط:

i iZ x iy r e , Z x iy r e1 2
1 1 1 1 2 2 2 2

θ θ= + = = + =  

Z Z x x , y y1 2 1 2 1 2= ⇔ = =  

Z Z r r , k ;k z1 2 1 2 1 2 2= ⇔ = θ = θ + π ∈  

  اعمال ریاضی روي اعداد مختلط:

  ) جمع و تفریق  1

z x iy , z x iy1 1 1 2 2 2= + = +  

z z (x x ) i(y y )1 2 1 2 1 2± = ± + ±  

  ضرب ) حاصل2

i iz x iy r e , z x iy r e1 2
1 1 1 1 2 2 2

θ θ= + = = + =  

z z (x iy )(x iy ) (x x y y ) i(x y x y )1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1= + + = − + +  
i i i( )z z r e .r e r r e1 2 1 2

1 2 1 2 1 2
θ θ θ +θ= =  

z z z z ,arg(z z ) arg(z ) arg(z )1 2 1 2 1 2 1 2= = +  

  وج یک عدد مختلط) مزد3
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iz x iy re θ= + =  
iz x iy re− θ= − =  

z مزدوج)zي نقطه  ) قرینهZ  نسبت به محورx باشد. ها می  

  :3نکته 

  الف)

z z z z , z z z z1 2 1 2 1 2 1 2± = ± =  

z  الف) z Im(z)
z z Re(z)

= ⇔ =
= − ⇔ =

o
o

  

z z x Re(z), z z iy i Im(z)2 2 2 2+ = = − = =  

z zz x y2 2 2= = +  

Re(z) Re(z) , Im(z) Im(z)= = −  

z z ,arg(z) arg(z)= = −  

iب) از روابط  ie cos isin ,e cos isinθ − θ= θ + θ = θ − θ  

i icos (e e )1
2

θ − θθ = +  

i isin (e e )
i

1
2

θ − θθ = −  

  ج)

z z (z z )(z z ) z z Re(z z )2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 22+ = + + = + +  

z z (z z )(z z ) z z Re(z z )2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 22− = − − = + −  

z z z z ( z z )2 2 2 2
1 2 1 2 1 22+ + − = +  

z z z z z z1 2 1 2 1 2− ≤ ± ≤ +  

  ) تقسیم دو عدد مختلط4

z x iy (x iy )(x iy ) x x y y x y x y
i

z x iy (x iy )(x iy ) x y x y
1 1 1 1 1 2 2 1 2 1 2 2 1 1 2

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

+ + − + −
= = = +

+ + − + +
  

i
i( )

i
z r e r

e
z rr e

1
1 1 1 1 2

22 22

θ
θ −θ

θ
= =  
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zz
,

z z z z
11

2 2

1 1
= =  

z
arg( ) arg(z ) arg(z ) ,arg( ) arg(z)

z z
1

1 2
2

1
= − = −  

  ) توان صحیح5

iz re θ=  
k k ikz r e ,k zθ= ∈  

  :4نکته 

  ل دموآورالف) فرمو

k(cos isin ) cos k i sin k ,k zθ + θ = θ + θ ∈  

  ب)

n nz z
( ) , (z ) (z)
z z

1 1

2 2
= =  

n)ام  n) ریشه 6 N)∈  

z(i(Argz(آرگومان اصلی  k )z re , k z ,Argz2+ π= ∈ =  

Arg(z)θبا فرض   شود ام به صورت زیر محاسبه می nي  ریشه =
ki( )n n n nz r e ,K , , , , n

2

1 2 1
θ π

+
= = −o K  

k)ام متناظر با آرگومان اصلی nه ریش )= o  ریشه اصلی راz نامیم. می  

  : 5نکته 

nالف) z دارايn اي به مرکز مبدا و شعاع مقدار متفاوت است که همگی روي دایرهn r      قرار دارنـد بنـابراین انـدازه همـه

ي بعدي برابر  ابر است و اختلاف آرگومان هر نقطه با نقطهها بر ریشه
n

2π باشد. می  

  ام هر عدد مختلط صفر است. nهاي  ب) مجموع ریشه

  برابر است با Zام عدد مختلط  nهاي  ج) حاصل ضرب ریشه

z , n
z , n

=


− =
  

  :nحل معادله جبري درجه 

  فرد
 زوج
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nعدد حقیقی n
n n n ia z a z a z a ,a ,a1

1 1
−

−+ + + + = ≠ =oK o o  

nzریشه  nمعادله فوق داراي  , z , , z1 2 K باشد و روابط زیر صادق است می  
nn

nn
i i

n ni i

a a
z , z ( )

a a
1

1 1
1−

= =

= − = −∑ ∏ o  

n
i j

ni j n

a
z z

a
2

1

−

≤ < ≤
=∑  

  با ضرایب حقیقی باشد. Zاي از عدد مختلط  یک چند جمله P(z): اگر 6نکته 

P(z)آنگاه P(z)=  

z: اگر عدد مختلط، 7نکته  x iy0= +o o ي معادله جبري فوق باشد در اینصـورت عـدد   یک ریشهz x iy= −o o o    نیـز ریشـه

رد عـددي ف ـ  n، عددي زوج است پـس اگـر   nهاي مختلط یک معادله درجه  معادله فوق خواهد بود. بنابراین تعداد ریشه

  باشد معادله حداقل یک ریشه حقیقی خواهد داشت.

nzي  هاي معادله ریشه: 8نکته    عبارتند از =1
kin n k kz e cos isin , k , , , , n

n n

2 2 21 1 2 1
π

π π
= = = + = −o K  

  كدام است؟  i: مقدار ١مثال 

  1 (i( k )
e

π
+ π

4  2 (i( k )
e

π
+ π2

4  3 (i( k )
e

π
+ π

2  4 (i( k )
e

π
+ π2

2 

  1پاسخ: گزینه 

i
i e

π

= 2  
ki( ) i( k )i

i e e e ,k ,
π π ππ

+ + π
= = = =

2
4 2 42 1o  

cos): اگر٢مثال  isin ) (sin icos )θ + θ = − θ + θ5 62   کدام است؟  θآنگاه2

  1 (kπ
4

  2(kπ
8

   3(( k )+ π2 1
4

   4(( k )+ π2 1
8

  

  2پاسخ: گزینه 

i(cos isin ) e θθ + θ =5 102 2  

i( )
sin icos cos( ) isin( ) e

π
−θπ π

θ + θ = − θ + − θ = 2

2 2
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i( ) i i i(sin icos ) e e e eπ− θ π − θ − θ− θ + θ = − = − =6 3 6 3 6 6  

i i i ke e e k10 6 16 1 16 2
8

θ − θ θ π
= ⇒ = ⇒ θ = π ⇒ θ =  

مقادیر حقیقی باشند و  b , a: اگر ٣مثال 
ib

ib
aex iy
ae

−
+ =

+
1
1

  آنگاه: 

  1(ax
a a cosb

−
=

+ +

2

2
1

1 2
   2(a sin by

a a cos b
=

+ +2
2

1 2
   3(a cosbx

a a cosb
=

+ +2
2

1 2
   4(ay

a a cos b
=

+ +2
2

1 2
  

  1پاسخ: گزینه 

  :1روش 
ib ib ib ib ib

ib ib ib ib ib
ae ae ae ae ae a a ia sin b x iy
ae ae ae ae ae a a a cosb

2 2

2 2
1 1 1 1 1 2
1 1 1 1 1 2

− −

− −

− − + − + − − −
= = = = +

+ + + + + + + +
  

a a sin bx , y
a a cosb a a cos b

− −
= =

+ + + +

2

2 2
1 2

1 2 1 2
  

bلت خاصي داده شده حا : در رابطه2روش  π
=

2
  گیریم را در نظر می 

i

i

ae ai ai a aix iy
ai ai a

ae

22

2
2

1 1 1 1 2
1 1 1

1

π

π

− − − − −
+ = = =

+ − +
+

  

a ax , y
a a

−
= = −

+ +

2

2 2
1 2
1 1

  

bها اگر در گزینه π
=

2
  باشد. ) صحیح می1ي گزینه ( قرار دهیم فقط نتیجه

z: اگر ٤مثال  i= +
2 2

2 2
wباشد، مقدار z ( i)= −100   برابر کدام است؟ 1

  1(i− −1   2 (i−1  3(i− +1   4(i+1  

  3پاسخ: گزینه 

i
z i e

π

= + = 42 2
2 2

  

iz e cos( ) isin( )100 25 25 25 1π= = π + π = −  

w z ( i) i= − = − +100 1 1  
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  هاي هندسی در صفحه مختلط: مکان

x) خط 1 a=   z x iy,x a z a iy, y R= + = → = + ∈  

y) خط2 b=    z x iy, y b z x ib,x R= + = → = + ∈  

zي پارامتري ) معادله3   z (z z )t= + −1 2 ≥tبا شرط1 ≤ 1oل بین نقاطخط واص ، معرف پارهz ,z2 tباشد. اگـر  می 1 ≤ o ،

tو اگر z1خط سمت معرف نیم ≥   خواهد بود. z2خط سمت  ، معرف نیم1

  4 (z z z z− = −1 zخط واصل  پاره معرف عمودمنصف 2 ,z2 خط، صفحه مخـتلط را   باشد. عمودمنصف این پاره می 1

zبه صورتz1ي شامل صفحه کند، نیم به دو نیم صفحه تقسیم می z z z− < −1 بـه صـورت    z2ي شـامل  صـفحه  و نـیم  2

z z z z− > −1   باشد. می 2

  ) دایره5

zاي به مرکز  دایره x iy= +o o o و شعاعR باشد. داراي معادله زیر در صفحه مختلط می  

z z R , z x iy− = = +o  

itz z Re , t= + ≤ ≤ π2o o  

x x R cos t
, t

y y R sin t
 = + ≤ ≤ π

= +
2o

o
o  

  ) بیضی6

zوع فواصل هر نقطه از دو نقطه ثابتمکان هندسی نقاطی در صفحه است که مجم ,z1 هاي بیضـی) مقـدار ثابـت     (کانون2

a2 باشد. می  

z z z z a− + − =1 2 2  

aبیضی z z> − ⇒1 22  

aخط واصل بین نقاط پاره z z z ,z= − ⇒1 2 2 12  

aمجموعه تهی z z< − ⇒1 22  

  ) هذلولی6

zمکان هندسی نقاطی در صفحه است که قدرمطلق تفاضل فواصل هر نقطه از دو نقطه ثابت ,z1 هـاي هـذلولی)    (کـانون  2

  است. a2مقدار ثابت 
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z z z z a− − − =1 2 2  

aهذلولی z z< − ⇒1 22  

zدلهمعا z z z a− − − =1 2 aبا فرض  2 z z< −1   دهد. یک شاخه هذلولی را نشان می22

aباشد می z2و دیگري سمت z1دو نیم خط که یکی سمت z z= − ⇒1 22  

  توان به صورت زیر بیان نمود. صفحه مختلط می: معادله هر دایره و هر خط را در 9نکته 

azz bz bz c+ + + = o  
C , a  مقادیر حقیقی هستند وb .یک ثابت مختلط است  

aاگر = o باشد اگر باشد معادله فوق معرف یک خط راست میa ≠ o    نقطـه یـا   باشد معادله فوق معرف یک دایره یـا یـک

  مجموعه تهی خواهد بود.

  نواحی در صفحه مختلط:

zبه صـورت  Rو شعاع  aاي به مرکز  نقاط درون دایره a R− اي بـاز   شـود کـه بـه آن قـرص دایـره      نمـایش داده مـی   >

  گوییم. می

z a R−  نامیم. می Rبا شعاع  aي  را یک همسایگی از نقطه >

z a R< − <oي  که شامل نقطهa ي  باشد را یک همسایگی محذوف از نقطه نمیa ا شعاع بR گوئیم. می  

aاي از نقاط در صفحه مختلط باشد. نقطه  مجموعه sفرض کنید  s∈  را یک نقطه داخلیs گوئیم اگر یک همسـایگی   می

 aاسـت اگـر یـک همسـایگی از      Sیک نقطه خـارجی   aمتعلق باشد نقطه  sاط آن به وجود داشته باشد که همه نق aاز 

  نباشد. sي داخلی  یافت شود به طوریکه این همسایگی شامل هیچ نقطه

اي از نقـاط در   مجموعـه  sنه نقطه داخلی و نه نقطه خـارجی آن باشـد اگـر     aنامیم اگر  می sرا یک نقطه مرزي  aنقطه 

  .نیست و برعکس sشامل نقاطی باشد که در  ′sنامیم اگر  می sرا متمم  ′sصفحه مختلط باشد.

مجموعـه  ′sنامیم اگر  را بسته می sبه آن، یک نقطه داخلی باشد. مجموعه  متعلقنامیم اگر هر نقطه  می زرا با sمجموعه 

  باز باشد.

اي، با شعاع به قدر کافی بزرگ قـرار داشـته باشـد در غیـر       نامیم هرگاه تمام نقاطش در دایره را کراندار می Sي  مجموعه

  گوییم. را بی کران می sاینصورت 

خـط   اي کـه از تعـداد متنـاهی پـاره     نامیم هرگاه هر دو نقطه دلخواه آن را بتوان با خـط شکسـته   را همبند می sمجموعه 
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  باشد، به هم وصل نمود. sها متعلق به  است به طوریکه تمام آن تشکیل شده

         
  نامیم. مجموعه همبند باز را، حوزه یا دامنه می

را بتوان در یک نقطه منقبض کرد که ضمن انقبـاض   sگوییم اگر هر منحنی بسته واقع در  را همبند ساده می sمجموعه 

  واقع باشد. sهمواره در 

  نامیم. را همبند مرکب می sهمبند باشد در غیر این صورت  ′sگوییم اگر را همبند ساده می sعه به بیان دیگر مجمو

        
  اي است متشکل از یک حوزه و شاید، برخی و یا تمام نقاط مرزي آن حوزه. ناحیه مجموعه

Re(z)با شرایط  zشامل نقاط  sی  : مجموعھ٥مثال  , Im(z)≥ >o o باشد باز یا بستھ بودن  میs .را تعیین کنید  

  پاسخ:

  باشد. نمی sمتعلق است ولی یک نقطه داخلی  sبه  iباز نیست چون براي مثال  sمجموعه 

  باشد. متعلق نمی sاست در حالیکه به  sیک نقطه مرزي  1بسته نیست چون براي مثال،  sمجموعه 

)Re: ناحیھ٦مثال  )
z

>
1   کند؟  چھ مکانی از صفحھ مختلط را مشخص می 1

1) خارج دایره به شعاع1  
2

)و به مرکز  , )1
2

o  

1) داخل دایره به شعاع2  
2

)و به مرکز   , )−
1
2

o  

1داخل دایره به شعاع) 3  
2

)و به مرکز   , )1
2

o  

1خارج دایره به شعاع  )4  
2

)و به مرکز   , )1
2

− o  

  3پاسخ: گزینه 
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x iy xRe( )
z x iy zx y x y2 2 2 2
1 1 1−

= = ⇒ =
+ + +

  

x x y x (x ) y
x y

2 2 2 2
2 2

1 11
2 4

> ⇒ + − < ⇒ − + <
+

o  

1بنابراین ناحیه موردنظر داخل دایره به شعاع
2

)و به مرکز  , )1
2

o باشد. می  

z: مكان ھندسي نقاطي از صفحھ مختلط كھ در رابط ٧مثال  i
z i

1 1
2 3 2

− +
=

−
  كنند كدام است؟  صدق مي 

  هذلولی) 4  ) بیضی3  ) دایره2  ) یک خط مستقیم1  

  1پاسخ: گزینه 

z i z i iz ( i) z
iz i z

1 1 1 31 1
32 3 2 2
2

− + − +
= ⇒ = ⇒ − − = −

− −
  

izخط واصل نقاط  معادله فوق معرف عمودمنصف پاره i , z1 2
31
2

= −   باشد. می =

zاي بر دایره واحد نقطھ z: فرض كنید٨مثال  )zArgباشد =1 )
z

1
1

−
+

  كدام است؟  

  1 (, z 1
4
π

≠ −  2(Re(z)
Re(z)

>
π <

o o
o

   3(
Im(z)

Im(z)

2

2

π >
 π− <


o

o
   4(

Im(z)

Im(z)

2

2

π− >
π <


o

o
  

  4پاسخ: گزینه 
iz z e ,1 2θ= ⇒ = ≤ θ ≤ πo   

  روش اول:

z cos isin
z cos isin

1 1
1 1

− − θ − θ
=

+ + θ + θ
  

z sin sinArg( ) Arc tan( ) Arc tan( )
z cos cos

Arc tan(cot ) Arc tan(tan )

Arc tan(tan( )) Arc tan(tan )

1
1 1 1

2 2

2 2 2

− θ θ
= − −

+ − θ + θ
θ θ = − +  
π θ θ = − − +  

  

Arc tan(tan( ))0 2
2 2 2 2 2 2 2 2
π π θ π π θ π θ

< θ < π ⇒ − < − < ⇒ − = −  
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, 0
2Arc tan(tan )

2 , 2
2

θ < θ < πθ = θ − π π < θ < π


  

zArg( ) ( )
z

zArg( ) ( )
z

1
1 2 2 2 2

12
1 2 2 2 2

− π θ θ π
< θ < π ⇒ = − − + = −

+
− π θ θ π

π < θ < π ⇒ = − − + − π =
+

o
  

, Im(z)zArg( )
z , Im(z)

1 2
1

2

π− >− = 
π+  <



o

o
  

,iي  روش دوم: دو نقطه i− را رويz   گیریم  در نظر می =1

z iz i Arg( ) Arg( )
z i

z iz i Arg( ) Arg( )
z i

1 1
1 1 4 4 2

1 1
1 1 4 4 2

− − π π π
= ⇒ = = − − = −

+ +
− + π π π

= − ⇒ = = + =
+ −

  

  ) مطابقت دارد.4نتایج حاصل فقط با گزینه (

  ) توابع مقدماتی مختلط2-2

wمختلط را به صورت معمولاً تابع f (z) u iv= =   کنیم. معرفی می +

  تابع نمایی:

z x iy xw e e e (cos y isin y)+= = = +  
x xw e cos y ie sin y= +  

x xu e cos y, v e sin y= =  

  توانیم بررسی کنیم. تابع نمایی را به فرم قطبی زیر نیز می
z x iy

x

w e e e

w e , arg(w) y

= =

= =
  

  ل صفحه مختلط است.دامنه این تابع ک

>xeچون  < ∞o بنابراین برد تابعze باشد. یتمام صفحه مختلط غیر از مبدا مختصات م  

  :10نکته 

ie2الف) چون 1π   است i2πمتناوب با دوره  zeبنابراین تابع =
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ب) 
z

z z z z z zz z
z

e(e ) e , e .e e , e
e

1
1 2 1 2 1 2

2
+ −= = =  

  تابع لگاریتم:
iarg(z)f (z) ln z , z z e= =  

ln z ln z iarg(z)= +  

u ln z , v arg(z)= =  

lnشمار مقدار براي  شمار مقدار وجود دارد بنابراین بی بی arg(z)براي z گردد که همگی داراي بخـش حقیقـی    حاصل می

u)ثابت ln z lnباشند بنابراین مقادیر  می=( z در صفحه مختلط بر روي خط قائمu ln z= د.نقرار دار  

lnی ي فوق استفاده کنیم به مقدار اصل در رابطه Zهاي اصلی  اگر از آرگومان z رسیم که به صورت میLnz   نمـایش داده

  شود. می

Lnz ln z iArg(z)= +  

Lnz باشد. یک تابع یک مقداري می  

  : 11نکته 

zصفحه مختلط غیر از  (مقدار اصلی) تمام Lnzي تعریف تابع الف) دامنه = o باشد. می  

wب) برد تابع Lnz u iv= = V−πي  ناحیه + < ≤ π باشد. می  

Ln(zهاي مربوط به لگاریتم حقیقی مانند ج) فرمول z ) Lnz Lnz1 2 1 2= باشـند   در مورد مقدار اصلی لگاریتم صـادق نمـی   +

ln(zي  ابطهولی ر z ) lnz lnz1 2 1 2= قابل استفاده است به این معنی که بعضی از مقادیر سمت چـپ تسـاوي بـا بعضـی از      +

  باشد. مقادیر سمت راست تساوي برابر می

zبه عنوان مثال با فرض  z , z z1 2 1 21 1= = =   داریم: −

ln z ln z i( k ) , ln(z z ) i k1 2 1 22 2= = π + π = π  

L n z L n z i , L n(z z )1 2 1 2= = π = o  

ــ ــه بــ ــوق رابطــ ــادیر فــ ــه مقــ ــه بــ Lي ا توجــ n (z z ) L n z L n z1 2 1 2= = ــی + ــادق نمــ ــا   صــ ــی بــ ــد ولــ باشــ

lnمقادیر (z z ) , ln z i , ln z i1 2 1 2= = π = − πo ي  رابطهln(z z ) ln z ln z1 2 1 2=   صادق است. +

Zz: براي محاسبه12نکته  2
ZZي از رابطه 1 ln Zz e 22 1

1 Lnz)یم اگر از مقدار اصلی لگاریتمکن استفاده می = اسـتفاده کنـیم   1(
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ZZمقدار اصلی 2
  شود. حاصل می 1

,یك عدد مختلط ناصفر، Z: اگر ٩مثال  lnz ln r i5 7
6 6
π π

− ≤ θ < = + θ باشد آنگاهiLn( )1 3
2

−   برابر است با  −

  1(i
3
π   2(i2

3
π

−   3(i
3
π

−   4(ln i3
3
π

+   

  2پاسخ: گزینه 

i i, arg ( ) k1 3 1 3 41 2
2 2 3

− − − − π
= = + π  

iK Arg ( )1 3 21
2 3

− − π
= − ⇒ = −  

i iLn ( ) Ln i( )1 3 2 21
2 3 3

− − π π
= + − = −  

)i: مقدار اصلي١٠مثال  i)41−  كدام است؟  

  1(exp( i ln ) exp ( )2 3− −π   2(exp( i ln ) exp ( )4 3 π   3 (exp( i ln ) exp ( )2 2 π  4 (exp( i ln ) exp ( )3 2 π  

  3پاسخ: گزینه 

i iLn( i)( i) e4 4 11 −− =  

i , Arg( i)1 2 1
4
π

− = − = −  

Ln( i) ln i ln i11 2 2
4 2 4
π π

− = − = −  

i Ln( i) i ln4 1 2 2− = π +  
i i ln( i) e e exp( ) exp(i ln )4 2 21 2 2π− = = π  

  گون (هیپربولیک): توابع مثلثاتی و هذلولی

  باشد. گون روابط زیر صادق می در مورد توابع مثلثاتی و هذلولی
iz iz z ze e e esin z , sinh z

i2 2

− −− −
= =  

iz iz z ze e e ecos z , cosh z
2 2

− −+ +
= =  

iz iz iz

iz iz iz
e e etan z

i ie e e

2

2
1 1 1

1

−

−

− −
= =

+ +
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z z z

z z z
e e etanh z
e e e

2

2
1
1

−

−
− −

= =
+ +

  

2(  

sin(iz) i sinh z , sinh(iz) i sin z= =  

cos(iz) cosh z , cosh(iz) cos z= =  

tan(iz) i tanh z , tanh(iz) i tan z= =  

3(  

sin z sin(x iy) sin x cos(iy) cos x sin(iy)= + = +  

sin z sin x cosh y i cos x sinh y= +  

cos z cos x cosh y isin x sinh y= −  

sinh z sinh(x iy) sinh x cosh(iy) cosh x sinh(iy)= + = +  

sinh z sinh x cos y i cosh x sin y= +  

cosh z cosh x cos y i sinh x sin y= +  

4 (  

sin z sin x sinh y2 2 2= +  

cos z cos x sinh y2 2 2= +  

sinh z sinh x sin y2 2 2= +  

cosh z sinh x cos y2 2 2= +  

  کنیم. هاي زیر استفاده می : براي تبدیل روابط مثلثاتی به روابط هیپربولیکی از تبدیل13نکته 

sin x i sinh x
cos x cosh x
tan x i tanh x

→
→
→

  

  گون): توابع معکوس مثلثاتی و هیپربولیکی (هذلولی

sinhبراي تعیین z1− کنیم: به صورت زیر عمل می  

w ww sinh z z sinh w (e e )1 1
2

− −= ⇒ = = −  
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w w w w we e z e ze e z z2 22 2 1 1−− − = ⇒ − − = ⇒ = ± +o o  
  تواند منفی باشد. می weدر محاسبات مختلط

w ln(z z ) sinh z2 11 −= ± + =  

  باشد. با استفاده از روش فوق روابط زیر قابل اثبات می

sinh z ln(z z )

cosh z ln(z z )
ztanh z ln
z

1 2

1 2

1

1

1
1 1
2 1

−

−

−

= ± +

= ± −
+

=
−

  

2 (  

sin z i ln(iz z )

cos z i ln(z i z )
i i ztan z ln

i z

1 2

1 2

1

1

1

2

−

−

−

= − ± −

= − ± −
+

=
−

  

  گون برقرار است بع معکوس مثلثاتی و توابع معکوس هذلولی: روابط زیر بین توا14نکته 

sin z i sinh (iz) , sinh z isin (iz)

cos z i cosh z , cosh z i cos z

tan z i tanh (iz) , tanh z i tan (iz)

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

− − − −

− − − −

− − − −

= − = −

= = −

= − = −

  

tanھاي زیر براي معادلھ : كدام یك از گزاره١١مثال  z i= درست است؟    

  ) معادله جواب ندارد2    نهایت جواب دارد ) معادله بی1  

zهاي معادله به صورت ) جواب3   k
2
π

= π   هاي معادله موهومی محض هستند. ) جواب4   +

  2پاسخ: گزینه 
iz iz

iz iz
e etan z i

i e e

2 2

2 2
1 1 1 1

1 1
− −

= = ⇒ = −
+ +

  

iz iz iz iz ize e e e e2 2 2 2 21 1− = − − ⇒ = − ⇒ = o  

wي مختلط غیر از  معادله فوق جواب ندارد چون برد تابع نمایی کل صفحه = o باشد. می  
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cosي  : پاسخ معادلھ١٢مثال  z   را تعیین كنید =2

  پاسخ:

cos z i ln(z i z )1 21− = − ± −  

cos z z cos i ln( i )12 2 2 3−= ⇒ = = − ± −  

z i ln( ) , ln( ) ln( ) z i ln( )2 3 2 3 2 3 2 3= − − = − + ⇒ = ± +m  

  لگاریتم فوق مختلط است بنابراین:

ln( ) ln i k ln( ) i k2 3 2 3 2 2 3 2+ = + + π = + + π  

z i(ln( ) i k ) i ln( ) k , k z2 3 2 2 3 2= ± + + π = ± + + π ∈  

kچون  z∈ ن به جاياست بنابرایk2± πازk2 π توانیم استفاده کنیم. می  

  گردد. ها مطرح می ها در گزینه ها فقط یکی از آن دو دسته جواب به دست آمده است در بعضی تست
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  مجموعه تست) 2-3

sin) معادلھ ١ z zوقتي  =2 x iy= + :  

zنهایت جواب به صورت ) داراي بی1   log( ) k ,k , , ,
i
1 2 3 2 1 2

2
π

= + + + π = o K .است  

z) داري یک جواب به صورت2    log( )1 2 3
10

= m .است  

zنهایت جواب به صورت ) داراي بی3   k2
2
π

= + π.است  

z) داراي یک جواب به صورت4   log( )2 3= m .است  

nاگرـ ٢ n nZ cos i sin
2 2
π π

= mآنگاه مقدار +
m

Z
1

∞

=
  كدام است؟  ∏

  1 (1-  2 (1  3 (iπ   4 (
2
π  

  با ضرایب حقیقي است، كدام مورد برقرار است؟  P(z)و غیرثابت  nاي درجھ  ریشھ چند جملھ Zـ عدد مختلط ٣

  1(z ریشهP(z) 2   نیست(z z+ ریشهP(z) 3   است(z ریشهP(z) 4   است (z z− ریشهP(z) است  

)Lnـ مقدار اصلي٤   كدام است؟  −4(

  1 (Ln2 2  2(Ln i2 2 − π   3 (Ln i2 2 + π  4(Ln i2 2
2
π

−   

)مركز ـ معادلھ دایره بھ ٥ , )2   كدام است؟ ٤و شعاع  −1

  1(z i2 4+ − =   2(z i2 4+ + =   3(z i2 4− + =   4 (z i2 4− − =  

iـ وقتي كھ٦ 1=   است آنگاه  −

  1(i i ln( k )e ,K , , ,2 12π− ππ = = o K   2 (i i ln( k )e , K , , ,2 12π+ ππ = = o K  

  3([ ]i ke (cos(ln ) isin(ln ) , K , , ,2 1 2ππ = π + π = o K   4 ([ ]i ke (cos(ln ) i sin(ln ) ,K , , ,2 1 2ππ = π − π = o K  

iـ ھرگاه٧ 1= iباشد، مقدار − i
i

30 193
2 1

−
−

  برابر است با:  

  1(i1− −   2(i1+   3(i1− +   4(i1−  

zeـ اگر٨ 2 1− z)باشد، كدام یك از روابط زیر صحیح است؟  > x iy)= +    

  1(y < o   2 (x < o  3 (y > o  4 (x > o  

zـ عبارت٩ i z i4 4 10− + +   باشد؟  كننده كدام یك از اشكال ھندسي مي بیان =

  ) هذلولی4  ) دایره3  ) بیضی2  ) لوزي1  
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sinھاي مختلط معادلھ ـ كلیھ جواب١٠ z i=  :عبارتند از  

  1 (z k iLn( )2 2 1= π + +    2(z ( k ) iLn ( )2 1 2 1= − π + −  

   3(z ( k ) i , z k i2 1 2= − π − = π +   4 (z ( k ) iLn ( ) , z k iLn( )2 1 2 1 2 2 1= − π + − = π + +  

>2كدام است؟ ( iiـ حاصل١١ θ < πo (  

  1 (1-  2 (e2
π

  3 (i−   4 (e 2
π

−  

zـ        مك       ان ع       دد مخ       تلط١٢ x iy= zzك       ھ در تس       اوي + ( i)z ( i)z1 1 1+ + + + + = o  ص       دق كن       د، ك       دام اس       ت؟  

  

)cاي است به مرکز  ) محیط دایره1   , )1   و شعاع یک  1

)cاي است به مرکز  ) محیط دایره2   , )1   و شعاع یک  −1

)cاي است به مرکز  و داخل دایره ) محیط3   , )1   و شعاع یک  1

)cاي است به مرکز  ) محیط دایره4   , )1   و شعاع یک  −1

z ـ مجموعھ نقاطي از صفحھ مختلط كھ در تساوي١٣ i z i1 1 3− + = −   صدق كند، كدام است؟  −

  1 (z x i= +  2(z iy1= −   3(z x i= −   4 (z iy1= +  

sinي ـ معادلھ١٤ z i2= را حل كنید(z x iy)= +   

  1 (kz k iLn( )5 2= π + − )k (2  عدد صحیح دلخواه (kz k iLn( )5 2= π + +  

  3(k
kz k iLn( ( ) )5 2 1= π + + −   4 (k

kz k iLn( ( ) )5 2 1= π + ± + −  

z)ي  ھاي معادلھ جواب  ـ مجموعھ١٥ x iy)cosh z= + = o اند؟ كدام  

kZ)2    تهی است) 1   (k )i , k z
2
π

= π − ∀ ∈  

   3(kZ k , k z
2
π

= π + ∀ ∈     4 (kZ ( k )i , k z2
2
π

= π − ∀ ∈  
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yضـ اگر با فر١٦ → دار بودن و یا داراي حد بودن  نھایت میل كند، در این صورت در مورد كران بھ سمت بي Zمتغیر  ∞

sin z  كدام عبارت صحیح است؟  

  کند. دار است و به صفر میل می کران) 2    کند. نهایت میل می به بی) 1  

  کند. دار است و اما به سمت حدي میل نمی کران) 4  کند. میل نمی دار است و به صفر کران) 3  

,v(xـ اگر١٧ y) , u(x, y) ھاي حقیقي و موھومي تابع مختلط  بھ ترتیب قسمتw tan z=  باشند وz x iy=   گاه:  آن +

  1 (cos x sinh y sin x cosh yv , u
cosh y sin x cosh y sin x2 2 2 2= =

− −
  2 (sinh y cosh y sin x cos xv , u

cosh y sin x cosh y sin x2 2 2 2= =
− −

  

  3(sin x cosh y cos x sinh yv , u
cos x sinh y cos x sinh y2 2 2 2= =

+ +
   4 (sin x cos x cosh ysinh yv , u

cos x sinh y cos x sinh y2 2 2 2= =
+ +

  

ـ اگر١٨
z ze ecosh z

2

−+
zبھ ازاي  = x iy= cosh، آنگاه مقدار+ z   برابر است با:  2

  1 (sin y (sinh x)2 2+  2 (cos y (sinh x)2 2+  3 (sin y (cosh x)2 2+  4 (sin y (sinh x)2 2− +  

zـ اگر١٩ x iy , sinh(az) bsin z= +   گاه:  متغیر مختلط، آن =

  1(b ,a i1= =   2 (b i , a 1= =  3(b i ,a i= =   4(b i ,a i= − =   

iewـ مقدار٢٠ ( ( i ))31 3
2

π= −   كدام است؟  −

  1(w exp( )22= − π   2(w exp( )22= π   3(w exp( )2= − π   4(w exp(i )2= − π   

)iـ فرم قطبي عدد مختلط٢١ )
i

26 8
4 3

+
−

  كدام است؟  

  1(ie4 π   2(i
e 32

π

   3 (i
e 32

π

−  4 (ie4 π−  

zـ قدر مطلق و آرگومان عدد مختلط ٢٢ iw e   اند؟  كدام =−

  1 (xarg w y, w e 1+= − =    2 (xarg w y, w e 1+= =  

  3 (xarg w (y ) , w e1= − + =    4 (xarg w y , w e1= + =  

sinـ جواب كلي معادلھ٢٣ z ch4= ) كدام است؟n (یك عدد صحیح نامنفي است   

  1 (z ( n ) i12 2
4

= + πm m  2 (z ( n ) i1 42
3 3

= + πm m  3 (z ( n ) i12 4
2

= + πm m  4 (z ( n ) i12 3
5

= + πm m  
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zـ معادلھ٢٤ z1 1 1− + +   دھنده كدام است؟  حھ مختلط نمایشدر صف =

  مجموعه تهی) 4  بیضی) 3  سهمی) 2  خط) 1  

izeـ قدرمطلق و آرگومان عدد مختلط٢٥
  اند از:  بھ ترتیب عبارت 2

  1 (x yxy,e
2 2

2 −  2 (y xxy,e
2 2

2 −−  3(xyx y ,e2 2 2−−   4(xyy x ,e2 2 2−   

iـ مقدار٢٦ tan x  :برابر است با  

  1 (tan(ix)  2(cot an(ix)   3(cot anh (ix)   4(tanh (ix)   

zـ معادلھ٢٧
i

1
4 3

=
+

  در مختصات قطبي كدام است؟ 

  1 (iArc tan
e

4
31

5
−    2(iArc tan

e
3
41

5
  

   3(sin( Arc tan ) i cos( Arc tan )1 3 3
5 4 4

 − + −  
   4 (cos( Arc tan ) i sin( Arc tan )1 3 3

5 4 4
 − + −  

  

zـ اگر مدول٢٨ a bi=   كدام است؟  Zباشد آنگاه  ١برابر  +

  1(ix
ix

2
3

−
+

   2(ix
ix

1 2
1
−
+

   3(ix
ix

1
1

−
+

   4(ix
ix

3
1

−
+
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   تست  ) پاسخ2-4

  1) گزینه 1

sin z i ln(iz z )1 21− = − + −  

sin z z sin i ln( i i ) i ln i( )12 2 2 3 2 3−  = ⇒ = = − + = − +   

z i(ln( ) i i k ) i ln( ) k2 3 2 2 3 2
2 2
π π

= − + + + π = − + + + π  

z ln( ) k
i
1 2 3 2

2
π

= + + + π  

  1) گزینه 2

i n2
n

1 1ii i i ( )i 3m 2 2222 2 2 2
m

m 1 m 1

Z e

z e e e e ... e

π

ππ ππ∞ ∞ π + +

= =

=

= = =∏ ∏
K

  

2

1
1 1 2 1

12 2 1
2

+ + = =
−

K  

i
m

m
z e

1
1

∞
π

=

= = −∏  

  3) گزینه 3

P(z) P(z) P(z)= ⇒ = ⇒ =o o o  

  3) گزینه 4

Ln( ) Ln i Ln i4 4 2 2− = + π = + π  

  1) گزینه 5

zمرکز دایره: i2= − +o  

z z z i4 2 4− = ⇒ + − =o  

  3) گزینه 6

i i ln i(ln i k ) iln ke e e e ,k z2 2π π+ π π − ππ = = = ∈  
i i ln ke e ,k z2π ππ = ∈  
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[ ]i ke cos(ln ) i sin(ln ) , k z2 ππ = π + π ∈  

  2) گزینه 7

i (i ) i , i (i ) i i30 4 7 2 19 4 4 31= = − = = −  

i i i i i i i
i i i

30 193 3 2 1 6 3 2 1
2 1 2 1 2 1 5

− − + + − − − +
= = = +

− − + −
  

  4) گزینه 8
z x iy x iy xe e e e e2 2 2 2 2 2− − − − − −= = =  

xe x x2 1 2− < ⇒ − < ⇒ >o o  
  2) گزینه 9

z i , z i , z z , a1 2 1 24 4 8 2 10= = − − = =  

zبیضی z z z a , z z a1 2 1 22 2− + − = − < ⇒  

  4) گزینه 10

  در این تست هر دو دسته جواب موردنظر است.

sin z i ln(iz z )

sin z i z sin (i)

1 2

1

1−

−

= − ± −

= ⇒ =
  

sin (i) i ln( ) i(ln( ) i k )1 1 2 2 1 2− = − − + = − − + π  

sin (i) i ln( ) k i ln( ) k1 2 1 2 2 1 2− = − − + π = + + π  

sin (i) i ln( ) i(ln( ) i( k ) )1 1 2 2 1 2 1− = − − − = − + + − π  

sin (i) i ln( ) ( k ) i ln( ) ( k )1 2 1 2 1 2 1 2 1− = − + + − π = − + − π  

  4) گزینه 11

i(ln i )i i ln ii e e e
1

2 2
π π

+ −
= = =  

  2) گزینه 12

zz x y2 2= +  

x y ( i)(x iy) ( i)(x iy)2 2 1 1 1+ + + + + − − + = o  

x y x iy ix y x iy ix y2 2 1+ + + + − + − − − + = o  
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x y x y2 2 2 2 1+ + − + = o  

x)محیط دایره با شعاع یک و مرکز  ) (y ) c( , )2 21 1 1 11+ + − = ⇒ −  

  1) گزینه 13

z i z i z ( i) z ( i)1 1 3 1 1 3− + = − − ⇒ − − = − +  

ــوق عمودم  ــه ف ــاره معادل ــف پ ــاط   نص ــین نق ــل ب ــط واص zخ i , z i2 11 3 1= + = ــی − ــان م ــه  را  نش ــد. نقط ــط   ده وس

mخط پاره
z z

z i1 2 1
2
+

= = zاست و چون دو نقطه  + , z2 روي خطی قائم قرار دارنـد بنـابراین عمودمنصـف خطـی افقـی       1

  است.

yي عمودمنصف: معادله z x iy x i1= ⇒ = + = +  

  3) گزینه 14

  

sin z i ln(iz z )1 21− = − ± −  

sin z i z sin ( i)12 2−= ⇒ =  

sin ( i) i ln( ) i(ln( ) i n )1 2 2 5 5 2 2− = − − + = − − + π  

sin ( i) i ln( ) n ( )1 2 5 2 2 1− = + + π  

sin ( i) i ln( ) i(ln( ) i( n ) )1 2 2 5 5 2 2 1− = − − − = − + + + π  

sin ( i) i ln( ) ( n ) ( )1 2 5 2 2 1 2− = − + + π  

  توان نمایش داد: ) را به صورت زیر می2) و (1جواب (

K
kz sin ( i) iLn( ( ) ) k1 2 5 2 1−= = + − + π  

  2) گزینه 15

cosh z z cosh ( )1−= ⇒ =o o  

cosh (z) ln(z z )1 2 1− = ± −  

cosh ( ) ln( i)1− = ±o  

ln i ln i( k ) i( k ) ,k z1 2 2
2 2
π π

= + + π = π + ∈  
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ln( i) ln i( k ) i( k ) , k z1 2 2
2 2
π π

− = + − + π = π − ∈  

  ي زیر قابل بیان است: دو جواب بالا به صورت رابطه

1z cosh ( ) i(k ) , k z
2

− π
= = π − ∈o  

  1) گزینه 16

sin z sin x sinh y2 2 2= +  

y sinh y sin z2→ ∞ ⇒ → ∞ ⇒ → ∞  

  2) گزینه 17
sin z sin x cosh y i cos x sinh y
cos z cos x cosh y isin x sinh y

= +
= −

  

sin z (sin x cosh y i cos x sinh y)(cos x cosh y i sin x sinh y)tan z
cos z cos x cosh y sin x sinh y2 2 2 2

+ +
= =

+
  

cos x cosh y sin x sinh y cos x cosh y sin x(cosh y ) cosh y sin x2 2 2 2 2 2 2 2 2 21+ = + − = −  

sin x cos x cosh y sin x cos x sinh y i(sin x sinh y cosh y cos x sinh y cosh y)tan z
cosh y sin x

2 2 2 2

2 2
− + +

=
−

  

sin x cos x sinh ycosh ytan z i
cosh y sin x cosh y sin x2 2 2 2= +

− −
  

  2) گزینه 18

  صحیح است. 2گزینه  گون، براساس روابط بخش توابع مثلثاتی و هذلولی

  3) گزینه 19

sinh(iz) i sin z a b i= ⇒ = =  

  1) گزینه 20
eiln ( i )

w e
3 1 3

2
 π − −  =  

i i(Lne i )e ( i ) e.e w e
2 23
3 31 3

2

π π
− π −

− − = ⇒ =  

iw e .e e exp( )
2 23 2 2 22π π π= = − = − π  

  1) گزینه 21
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i ( i)( i) i
i

6 8 2 3 4 4 3 2
4 3 25

+ + +
= =

−
  

iw ( i) e22 4 4 π= = − =  

  3) گزینه 22
z i x iy i x i(y ) xw e e e e w e ,arg w (y )1 1− − − − += = = ⇒ = = − +  

  3) گزینه 23

sin z i ln(iz z )1 21− = − ± −  

sin z ch z sin (ch ) i ln(ich ch )1 24 4 4 1 4−= ⇒ = = − ± −  
z i ln(ich ish )

z i ln(i(ch sh )) i ln e i i k i ( k )

z i ln(i(ch sh )) i ln e i i k i ( k )

4

4

4 4
14 4 2 4 2

2 2
14 4 2 4 2

2 2
−

= − ±

π = − + = − + + π = − + + π  
π = − − = − + + π = + + π  

  

  باشد: باشد بنابراین جواب به صورت زیر می یک عدد صحیح نامنفی می nچون 

z i ( n )14 2
2

= + + πm m  

  4) گزینه 24

z z z z a

z , z , z z , a
1 2

1 2 1 2

2

1 1 2 2 1

− + − =

= = − − = =
  

zمجموعه تهی z a1 2 2− > ⇒  

  3) گزینه 25

iz i(x iy) i(x y ixy) xy i(x y )e e e e
2 2 2 2 2 22 2+ − + − + −= = =  

iz xy i(x y )e e .e
2 2 22− −=  

iz xy ize e ,arg(e ) x y
2 22 2 2−= = −  

  4) گزینه 26

tanh(ix) i tan x=  

  4) گزینه 27
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z
i

1
4 3

=
+

  

iArc tan
i e

3
44 3 5+ =  

iArc tan
z e cos( Arc tan ) i sin( Arc tan )

3
41 1 3 3

5 5 4 4
−  = = − + −  

  

  3گزینه  )28

  باشد. می Zمنظور از مدول همان اندازه یا قدرمطلق 

z 1=  

ix xz z
ix x

2

2
2 4
3 9

− +
= ⇒ =

+ +
  

ix xz z
ix x

2

2
1 2 1 4
1 1
− +

= ⇒ =
+ +

  

ix xz z
ix x

2

2
1 1 1
1 1

− +
= ⇒ = =

+ +
  

ix xz z
ix x

2

2
3 9
1 1

− +
= ⇒ =

+ +
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  ) حد، پیوستگی و مشتق توابع مختلط2-5

wتابع مختلط f (z)=  در یک همسایگی محذوفzo  تعریف شده است در اینصورت
z z

lim f (z) L
→

=
o

  هرگاه 

, ; z z f (z) L∀ε > ∃δ > < − < δ ⇒ − < εoo o o  

wتابع  f (z)= را درzo نامیم اگر پیوسته می
z z
lim f (z) f (z )
→

= o
o

  باشد. 

  : 15نکته 

fالف) تابع (z) u(x, y) iv(x, y)= zدر + x iy= +o o o  ي  حد دارد اگر و تنها اگر توابع حقیقی دو متغیـرهV, u  در(x , y )o o 

  داراي حد باشند در اینصورت

z z (x,y) (x ,y ) (x,y) (x ,y )
lim f (z) lim u(x, y) i lim v(x, y)

→ → →
= +

o o o o o
  

fب) تــابع (z) u(x, y) iv(x, y)= zدر  + x iy= +o o o  ي  پیوســته اســت اگــر و تنهــا اگــر توابــع حقیقــی دو متغیــرهV, u 

x)در , y )o o .پیوسته باشند  

z: درصفحه مختلط همسایگی 16نکته  z< − < δoo به صورت یک دایره با شعاعδ و مرکزzo   است (با حـذف نقطـهzo (

تواند میل کند. حد تابع مختلط موجود است اگر مقـدار حـد در تمـام     می zoي نهایت مسیر به نقط از بی Zبنابراین نقطه 

  مسیرها یکسان باشد.

  باشد روش مناسب براي بررسی وجود حد در توابع مختلط استفاده از مختصات قطبی به صورت زیر می: یک 17نکته 
i

rz z
lim f (z) lim f (z re )θ

→→
= +ooo

  

fوابسته باشد تابع θاگر مقدار حد فوق به (z)  درzo دار حد مستقل از حد ندارد ولی اگر مقθ حاصل شود تابعf (z)  در

zo .حد دارد  

  :18نکته 

ze ،sinالف) توابع z ،cos z،sinh z ،cosh z باشند. اي در تمام نقاط پیوسته می و چند جمله  

g(z)ب) اگر , f (z) دو تابع پیوسته در نقطهzo باشند آنگاه تابعf (z)
g(z)

g(zبا شرط  ) ≠o o  در نقطهzo باشد پیوسته می  

nLnzج) توابع , z  (شاخه اصلی) در تمام صفحه مختلط غیر از بخش منفی محور حقیقی و مبدا مختصات پیوسته هستند

  باشد بنابراین نقاط ناپیوستگی این توابع به صورت زیر می

Im(z) , Re(z)= ≤o o  
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nتوابعخط فوق را خط برش  نیم z ,Lnz نامیم. می  

z: اگر١٣مثال  x iy= در اینصورت +
(x,y) ( , )

xylim
x y2 2

→
+
o o

  چیست؟  

1) 2  ) صفر1  
2

  ) وجود ندارد4   ∞)3  

  4پاسخ: گزینه 

iz re x r cos , y r sinθ= ⇒ = θ = θ  

r
(x,y) ( , )

xy (r cos )(r sin )lim lim sin cos
x y r2 2 2→

→

θ θ
= = θ θ

+ o
o o

  

  کند بنابراین حد وجود ندارد. مقدار حد تغییر می θبا تغییر 

  مشتق توابع مختلط:

wتابع f (z)= در یک همسایگیzo تعریف شده است در اینصورت  

z z z

f (z) f (z ) f (z z) f (z )
f (z ) lim lim

z z z→ ∆ →

− + ∆ −
′ = =

− ∆
o o o

o oo o
  

fع تاب (z) درzo پذیر است اگر نتیجه حدفوق به ازاي تمام مسیرهایی که متغیر مختلط مشتقz∆   کنـد   به مبدا میـل مـی

  یکسان شود.

zاگر x iy , f (z) u(x, y) iv(x, y)= + = +o o o آنگاه  

( x, y) ( , )

u(x x, y y) u(x , y ) i(v(x x, y y) v(x , y ))
f (z ) lim

x i y0
∆ ∆ →

+ ∆ + ∆ − + + ∆ + ∆ −
′ =

∆ + ∆
o o o o o o o o

o o
  

∆y: اگر حد فوق را روي مسیر19نکته  = o در نظر بگیریم آنگاه  

x

u(x x, y ) u(x , y ) i(v(x x, y ) v(x , y ))
f (z ) lim

x0
∆ →

+ ∆ − + + ∆ −
′ =

∆
o o o o o o o o

o
  

x xf (z ) u (x , y ) iv (x , y )′ = +o o o o o  

∆xبه طور مشابه اگر حد فوق را روي مسیر = o در نظر بگیریم آنگاه  

y yf (z ) (u (x , y ) iv (x , y ))
i
1′ = +o o o o o  

fپـذیري  ها به شرایط کوشی ریمان به عنوان شـرط لازم مشـتق   دو مقدار فوق باید با هم برابر باشند که از تساوي آن (z) 

  رسیم. می
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  شرایط کوشی ریمان:

fاگر تابع (z) u(x, y) iv(x, y)=  zoي  یط کوشی ریمان به صورت زیر در نقطـه پذیر باشد. آنگاه شرا مشتق zoي  در نقطه +

  برقرار است.

x  مختصات دکارتی: y x yu v , v u= = −  

r  مختصات قطبی: ru v , v u
r r
1 1

θ θ= = −  

fبرقرار نباشند آنگاه zoاگر شرایط کوشی ریمان در نقطه (z)   ناپـذیر اسـت. شـرایط کوشـی ریمـان       در این نقطـه مشـتق

fهنگامی صادق است که مقدار (z )′ o بر دو مسیرy , x∆ = ∆ =o o .یکسان باشد  

f: اگر تابع20نکته  (z) تپذیر باشد آنگاه مشتق آن از روابط زیر قابل محاسبه اس مشتق  

x x y yf (z) u iv v iu′ = + = −  

x y y xf (z) u iu v iv′ = − = +  

fتوانیم  می v,uشخص بودن یکی از دو تابعمگیریم که با  نتیجه می قاز روابط فو (z)′ .را به دست آوریم  

f (z)′ شود اسبه میدر مختصات قطبی به صورت زیر مح  

i i
r rf (z) (u iv )e (v iu )e

r
1− θ − θ

θ θ′ = + = −  

i i
r rf (z) (u i u )e ( v iv )e

r r
1 1− θ − θ

θ θ′ = − = +  

f: تابع21نکته  (z) u(x, y) iv (x, y)=   مفروض است اگر +

yالف) توابع x y xv , v ,u ,u ي  در یک همسایگی نقطهzo .پیوسته باشند  

  در شرایط کوشی ریمان صدق کنند. zoي در نقطهv,uب) توابع

fآنگاه (z )′ o .موجود است  

  :22نکته 

ze،sinالف) توابع z،cos z،sinh z،cosh z هـا   پـذیر هسـتند و مشـتق آن    اي در تمام صفحه مخـتلط مشـتق   و چند جمله

  شود. مشابه توابع حقیقی محاسبه می

nLnzب) توابع , z (شاخه اصلی) فقط در نقاطIm(z) , Re(z)= ≤o o هـا مشـابه    ناپذیرند و در سایر نقاط مشتق آن مشتق

  شود. محاسبه می توابع حقیقی
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بھ صورت zاز متغیر  f: تابع ١٤مثال 
(z) , zf (z) z

, z

2
 ≠= 
 =

o

o o
  مفروض است.  

  1 (f در نقطهz = o .پیوسته نیست  

zدر) 2   = o  روابط کوشی ریمان برقرار نیستند ولی تابعf .مشتق دارد  

zدر) 3   = o  تابعf .پیوسته است و روابط کوشی ریمان نیز برقرارند  

zدر) 4   = o  تابعf .مشتق ندارد و روابط کوشی ریمان نیز برقرار نیستند  

  3پاسخ: گزینه 

  پیوستگی:
i

i i
iz r r r

r elim f (z) lim f (re ) lim lim re
re

2 2
3

− θ
θ − θ

θ→ → → →
= = = =

o o o o
o  

z
lim f (z) f ( )

→
= =

o
o o  

fبنابراین  (z)  درz = o .پیوسته است  

i
i

iz z r

(z)
(z) r ezf ( ) lim lim lim e

z z r e

− θ
− θ

θ→ → →

−
′ = = = =

−o o o

o
o

o

2
2 2 2

4
2 2 2  

fوابسته است بنابراین θچون به ( )′ o باشد. موجود نمی  

fشرایط کوشی ریمان هنگامی برقرار است که مقدار ( )′ o سیربر دو مy , x∆ = ∆ =o o .یکسان باشد  

z z z

f ( z) f ( ) z x i yf ( ) lim lim ( ) lim ( )
z z x i y∆ → ∆ → ∆ →

∆ − ∆ ∆ − ∆′ = = =
∆ ∆ ∆ + ∆o o o

oo 2 2  

yبر هر دو مسیر , x∆ = ∆ =o o  مقدارf ( ) 1′ =o شود بنابراین شرایط کوشی ریمان صادق است. حاصل می  

: براي تابع١٥مثال 
x y x yi , z

f (z) x y x y
, z

3 3 3 3

2 2 2 2

 − +
+ ≠= + +

 =

o

o o
  وابط كوشي ریمان: در مبدا مختصات ر 

  صادق نبوده و مشتق ندارد) 2  صادق بوده و مشتق نیز دارد) 1  

  صادق نبوده ولی مشتق دارد) 4  صادق بوده اما مشتق ندارد) 3  

  3پاسخ: گزینه 

z

f ( z) f ( )f ( ) lim
z∆ →

∆ −′ =
∆o

oo  
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3 3 3 3

2 2 2 2

( x, y) ( , )

( x) ( y) ( x) ( y) 1 i , xi
( x) ( y) ( x) ( y)f ( ) lim 1 i , y

x i y
1 i , y x

2

∆ ∆ →

∆ − ∆ ∆ + ∆  + ∆ =+
∆ − + ∆ ∆ + ∆′ = = + ∆ =

∆ + ∆  + ∆ = −∆


o o

o
o o  

fبنابراین ( )′ o به ازاي موجود نیست ولی چونy , x∆ = ∆ =o o مقدارf ( )′ o باشد بنابراین شرایط کوشی ریمـان   یکسان می

  صادق است.

  ) توابع تحلیلی2-6

fتابع (z) ي را در نقطهzo نامیم اگر همسایگی از تحلیلی میzo  موجود باشد کهf (z) پذیر باشد. در تمام نقاط آن مشتق  

fاگر (z)  درzo پذیر نباشد آنگاه در  مشتقzo حلیلـی  بـراي ت  مپذیري در یک نقطه شرط لاز غیرتحلیلی است یعنی مشتق

  باشد. بودن است ولی شرط کافی نمی

zو  Re(z)،Im(z) ،zپذیري و تحلیلي بودن توابع : مشتق١٦مثال    را بررسي كنید: 2

  پاسخ:

f (z) Re(z) x u x , v= = ⇒ = = o  

x x

y y

u v
u v

1= =  
 = =  

o
o o

  

  پذیر است و نه تحلیلی. اي نه مشتق باشد بنابراین این تابع در هیچ نقطه اي برقرار نمی شرایط کوشی ریمان در هیچ نقطه

fبه طور مشابه تابع (z) Im(z)= باشد. ناپذیر می نیز در تمام نقاط غیرتحلیلی و مشتق  

f (z) z x iy u x,V y= = − ⇒ = = −   

x x
y y

u v,u v
= = 

 = = − 

1
1

o
o   

fتابع  (x) z= .در تمام نقاط غیر تحلیلی و مشتق ناپذیر است  

f (z) z x y u x y , v2 2 2 2 2= = + ⇒ = + = o  

x x

y y

u x v
u y v

2
2

= =  
 = =  

o
o

  

zشرایط کوشی ریمان در = o    برقرار است و ضمناً مشتقات جزئی پیوسـته هسـتند بنـابراینf (z)  درz = o  پـذیر     مشـتق

fاست. چون  (z)  در همسایگیz = o در همسایگیz = o باشد. پذیر نمی مشتق  

f: اگر تابع23نکته  (z) پذیر باشد آنگاه طه مجزا و یا در نقاط یک منحنی مشتقادي نقفقط در تعدf (z)  اي  در هیچ نقطـه
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  تحلیلی نیست.

f: اگر24نکته  (z) شود. در تمام نقاط صفحه تحلیلی باشد به آن تابع تام گفته می  

  : 25نکته 

ze ،sinالف) توابع z،cos z،sinh z،cosh z اي توابع تام هستند. و چند جمله  

nLnzب) توابع , z  (شاخه اصلی) فقط در نقاطRe(z) ≤ o  وIm(z) = oباشند. غیرتحلیلی می  

  در تمام نقاط غیرتحلیلی هستند. Arg(z)و  Re(z) ،Im(z)،z ،zج) توابع

fي  فحھتمام ص R2: اگر ١٧مثال  (z) y x i(x y ) , z x iy2 2 2 2= − + + =   باشد، در اینصورت:  +

  1 (f (z) درR2 2    تحلیلی نیست(f (z)′ درR2.موجود است  

  3(f (z)′ در امتداد خطوطy x= m .4   موجود است(f (z)′درR2 موجود وf (z) درR2.تحلیلی است  

  1پاسخ: گزینه 

x y

x y

u y x , v x y
u v x y y x

v u x y y x

2 2 2 2

2 2

2 2

= − = +
= ⇒ − = ⇒ = −

= − ⇒ = − ⇒ = −

  

fتابع (z) فقط در نقاط خطy x= f) تـابع 23پذیر است بنابراین براساس نکتـه (  مشتق − (z)   اي تحلیلـی   در هـیچ نقطـه

  باشد. نمی

)Ln: تعداد نقاط غیرتحلیلي تابع١٨مثال  z)f (z)
(z )sin z2

3
2

+
=

+
z(شاخھ اصلي لگاریتم) درون مرز    كدام است؟ =2

  شمار ) بی4  3) 3  2) 2  1) 1  

  ٣پاسخ: گزینھ 

  ھاي مخرج تابع مشتق ناپذیر و غیرتحلیلي است. در ریشھ

zدرون  zواقع است=2 z i2 2 2+ = ⇒ = ± ⇒o  

zنقطه = o درونz sinقرار دارد. =2 z z k= ⇒ = π ⇒o  

)Lnنقاط غیرتحلیلی  z)3   به صورت زیر است: +

Im( z) y3 + = ⇒ =o o  

Re( z) x x3 3 3+ ≤ ⇒ + ≤ ⇒ ≤ −o o  

xنقاط  , y3≤ − = o  خارجz   قرار دارند. =2
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zي  بنابراین تابع در سه نقطه , i2= ±oحلیلی است.غیرت  

f: فرض كنید ١٩مثال  (z) تابعي تحلیلي با قسمت حقیقيx ye cos( xy)
2 2

fباشد آنگاه مقدار −2 (   برابر است با:  1′(

  1 (e−  2 (e  3 (e2−  4 (e2  

  4پاسخ: گزینه 

x x x yf (z) u iv u iu′ = + = −  

x y x y x y
x

x y x y
y

x y

u e cos( xy) u xe cos( xy) ye sin( xy)

u ye cos( xy) xe sin( xy)

z x , y u e , u f (z) e

− − −

− −

= ⇒ = −

= − −

′= ⇒ = = ⇒ = = ⇒ =o o

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 2 2

  

  معادله لاپلاس:

,u(xبراي تابع حقیقی y) گردد معادله لاپلاس در مختصات دکارتی و قطبی به صورت زیر معرفی می  

xxمختصات دکارتی: yyu u+ = o  

rrمختصات قطبی: ru u u
r r2
1 1

θθ+ + = o  

∇u2معادله لاپلاس به صورت = o شود. نیز نمایش داده می  

,u(x: براي تابع٢٠مثال  y) مقادیرu u u, ,
z z z z

2∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

zرا با فرض  x iy=   .تعیین كنید +

  پاسخ: 

u u x u y
z x z y z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
  

u u x u y
z x z y z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
  

x (z z) , y (z z)
i

1 1
2 2

= + = −  

x x 1 y 1 y 1, ,
z z 2 z 2i z 2i

∂ ∂ ∂ ∂
= = = = −

∂ ∂ ∂ ∂
  

u u u u u u( i ) , ( i )
z x y z x y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
1 1
2 2

  

uتوانیم با استفاده از نتایج فوق می
z z

2∂
∂ ∂

  را تعیین کنیم: 
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u u u u u u( ) i ) i ( i )
z z z z x x y y x y

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = + − +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

2 1
4

   

uفرض  با u
x y y x
∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂

2   آنگاه: 2

u u u( )
z z x y

2 2 2

2 2
1
4

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂
  

  : در صفحه مختلط اپراتورهاي زیر قابل استفاده است.26نکته 

( i ) , ( i )
z x y z x y

1 1
2 2

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
  

( )
z z x y

2 2 2
2

2 2
1 1
4 4

∂ ∂ ∂
= + = ∇

∂ ∂ ∂ ∂
  

i
x y z

2∂ ∂ ∂
∇ = + =

∂ ∂ ∂
  

,u(xي مختلط براي تابع بنابراین معادله لاپلاس در صفحه y) به صورتu
z z
∂

=
∂ ∂

o
2

  نیز قابل بیان است. 

  تابع همساز:

,u(xاگر تابع y)          داراي مشتقات نسبی مرتبه دوم پیوسته بوده و در معادلـه لاپـلاس صـدق کنـد، یـک تـابع همسـاز یـا

  شود. هارمونیک نامیده می

f: اگر تابع27نکته  (z) u iv= را مـزدوج همسـاز یـا     vهمساز هسـتند و در ایـن حالـت     v,uتحلیلی باشد آنگاه توابع  +

  نامیم. می uهارمونیک تابع   مزدوج

  : خواص زیر در مورد توابع تحلیلی و توابع همساز صادق هستند28نکته 

u) اگر1 iv+ تحلیلی باشد آنگاهv iu−  uباشـد آنگـاه    uمـزدوج همسـاز    vنیز تحلیلی خواهد بود به بیان دیگـر اگـر    +

 باشد. می −vمزدوج همساز 

uمزدوج همساز  vاگر ) 2 , u  نیز مزدوج همسازv اشد آنگاه بv,u .مقادیر ثابت هستند  

f) اگر تابع3 (z) u iv= ,h(uاي ماننـد  در رابطـه  v,uتحلیلی بوده و توابـع  + v) = o    صـدق کننـد آنگـاهf (z)    تـابع ثابـت

,h(uن اگرباشد. بنابرای می v) = o در یک تابع غیرثابت صدق کند تابعf (z) اي تحلیلی نخواهد بود.  در هیچ نقطه  

fتابع  (z) y iy3= uهمواره غیرتحلیلی است چون + v3= باشد. می  

f) در تابع تحلیلی4 (z) بخش حقیقی یا موهومی یا اندازه یا آرگومان تابع ثابت باشد آنگاه راگf (z)     تـابعی ثابـت خواهـد
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  بود.

f) اگر5 (z) تابعی همواره تحلیل باشد آنگاه فاقد متغیرz اننـد باشد به همین دلیل توابعی م میRe(z) ،z ،z  وcos(z) 

  غیرتحلیلی هستند.

f) اگر6 (x) تابعی حقیقی وf (z) تحلیلی باشد آنگاهf (z) f (z)=  

fاگر  (x)  تابعی موهومی محض وf (z) تحلیلی باشد آنگاهf (z) f (z)= −  

fبنابراین اگر (z) و غیرثابت باشد آنگاه یتابعی تحلیلf (z)  شاملz .بوده بنابراین غیرتحلیلی است  

  ) اگر یک تابع غیرثابت به صورت تابعی حقیقی یا موهومی محض باشد، تحلیلی نخواهد بود.7

f) اگر تابع8 (z) u iv= ,v(xهاي  تحلیلی باشد آنگاه دسته منحنی + y) c , u(x, y) c2 1=   مسیرهاي متعامد هستند. =

f) اگر تابع9 (z) درzo  ،تحلیلی باشد آنگاه در آن نقطهf (z) پذیر است.  اي مشتق از هر مرتبه  

g(z)باشد اگر ) حاصل جمع، تفریق و حاصلضرب و ترکیب چند تابع تحلیلی، یک تابع تحلیلی می10 , f (z) شند تحلیلی با

fآنگاه تابع (z)
g(z)

g(z)تنها در نقاط  = o.غیرتحلیلی است ،  

,i: فرض كنید٢١مثال  z re2 θ≤ θ ≤ π =o  كدامیك از روابط زیر نادرست است؟  

  1 (cos z cos(z)=    2 (sin z sin(z)=  

  3(z ze e=     4(log z log z= (شاخه اصلی لگاریتم)  

  4پاسخ: گزینه 

sinتوابع z ،cos zوze    ًدر تمام نقاط تحلیلی هسـتند و ضـمناsin x ،cos x  وxe    باشـند بنـابراین    تـوابعی حقیقـی مـی

fي  ) رابطه6) قسمت (28براساس نکته ( (z) f (z)= .صادق است  

f: تابع29نکته  (z) u iv=   تحلیلی است آنگاه +

fالف) اگر تابع u(x, y) iv(x, y)= ,yبر حسب  + x مشخص شده باشد آنگاهf (z) شود به صورت زیر تعیین می  

x z
y

f (z) f (x iy) =
=

= +
o

  

fب) اگر تابع u(r, ) iv(r, )= θ + θ  بر حسب, rθ مشخص شده باشد آنگاه  

i
r zf (z) f (re )θ
=

θ=
=

o
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f: اگر٢٢مثال  (z) x y x i( xy y)2 2 3 2 3= − + + + ،f (z)  را بر حسبz .تعیین كنید  

  پاسخ:

x y

y x

u x y x , v xy y
u x v x
u y v y

2 2 3 2 3
2 3 2 3

2 2

= − + = +

= + = +  
 = − =  

  

fباشند بنابراین شرایط کوشی ریمان در تمام نقاط صادق هستند و مشتقات جزئی همواره پیوسته می (z)    در تمـام نقـاط

  است. پذیر و تحلیلی مشتق

x z
y

f (z) f (x iy) z z2 3=
=

= + = +
o

  

f: فرض کنید تابع30نکته  (z) u(x, y) iv(x, y)= ,u(x)تحلیلی باشد و بخش حقیقی تابع+ y))   معلم است در این صـورت

fبراي تعیین بخش موهومی و تابع  (z) کنیم هاي زیر استفاده می از روش  

,v(xه) محاسب1 y) :با استفاده از روابط کوشی ریمان  

yي  از رابطه xv u= نسبت بهy گیریم انتگرال می  

xv(x, y) u (x, y)dy g(x)= +∫  

,v(xبا جایگذاري  y) ي  در رابطهx yv u=   را تعیین کنیم. g(x)توانیم می −

x) با استفاده از 2 yf (z) u iu′ = −،f (z)′ توانیم گیري می را به دست آورده و سپس با انتگرالf (z) .را تعیین کنیم  

,v(x) محاسبه3 y)  با استفاده از دیفرانسیل  

x y y xdv v dx v dy u dx u dy= + = − +  

,v(xگیري تابع را حذف نموده و سپس با انتگرال yهر عبارت شامل  −yuي فوق در تابع در رابطه y) کنیم. را تعیین می  

  توانیم استفاده نمائیم. هاي فوق را در مختصات قطبی نیز می روش

,v(x)اگر بخش موهومی تابع y)) معلوم باشد براي تعیین بخش حقیقی و تابعf (z) توانیم استفاده کنیم. هاي مشابه می از روش  

,v(x: اگ    ر٢٣مث    ال  y) ی    ك م    زدوج ھمس    از ت    ابعu (x y ) x y= − + −2 2 2 2 21 )vباش    د و داش    تھ باش    یم 4 , ) =o o o آنگ    اه ،

)vمقدار ,   برابر كدام گزینھ است:  11(

  -2) 4  صفر) 3  4) 2  1) 1  

  2پاسخ: گزینه 

  کنیم: ) استفاده می30) در نکته (3) و (1از روش (
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  روش استفاده از کوشی ریمان:

y xV u x(x y ) xy x xy x2 2 2 3 24 1 8 4 12 4= = − + − = − +  

yV V dy x y xy xy g(x)= = − + +∫ 3 34 4 4  

x yV u x y y y g (x) y(x y ) x y′= − ⇒ − + + = − + +2 3 2 2 212 4 4 4 1 8  

g (x) g(x) c v x y xy xy c3 34 4 4′ = ⇒ = ⇒ = − + +o  

v( , ) c v(x, y) x y xy xy3 34 4 4= ⇒ = ⇒ = − +o o o o  

v( , )11 4=  

  روش استفاده از دیفرانسیل:

x y y xdv v dx v dy u dx u dy= + = − +  

dv ( yx y y)dx ( x xy x)dy2 3 3 212 4 4 4 12 4= − + + − +  

yxدر تابع y y2 312 4 4−   گیریم: مانده انتگرال می اقیکنیم و از عبارت ب را حذف می yجملات شامل  +

v(x, y) ( x xy x)dy x y xy xy c3 2 3 34 12 4 4 4 4= − + = − + +∫  

v( , ) c v(x, y) x y xy xy
v( , )

3 34 4 4
11 4

= ⇒ = ⇒ = − +
=

o o o o  

xھاي : مسیرھاي قائم خانواده منحني٢٤مثال  y xy c3 3−   ھاي زیر است؟ كدام خانواده منحني =

  1 (x y K4 4+ =  2(x x y y K4 2 2 46− + =   3 (x x y y K4 2 2 42+ + =  4 (x y xy K3 3+ =  

  2پاسخ: گزینه 

x y

xx yy

u x y xy u x y y , u x xy

u xy , u xy

3 3 2 3 3 23 3

6 6

= − ⇒ = − = −

= = −
  

xx yyu u+ = o  بنابراین تابعu  همساز است و کافی است مزدوج همسازu     را تعیین کنـیم. از روش دیفرانسـیل اسـتفاده

  کنیم: می

y xdv u dx u dy ( x xy )dx ( x y y )dy= − + = − + + −3 2 2 33 3  

x x y yV x dx ( x y y )dy
4 2 2 4

3 2 3 33
4 2 4

= − + − = − + −∫  

v(x, y) c x y x y K4 4 2 26= ⇒ + − =  
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u: اگر٢٥مثال  x( y)2 3= fتابع مزدوج ھمساز آن باشد تابع Vتابع ھمساز و  − (z) u iv=   كدام است؟  zبر حسب  +

  1 (f (z) z iz2 6= +  2 (f (z) iz z2 6= +  3(f (z) z iz2 6= −   4 (f (z) iz z2 6= −  

  2پاسخ: گزینه 

  کنیم: ) استفاده می30از روش دوم در نکته (

x yu x xy u y ,u x6 2 6 2 2= − ⇒ = − = −  

x x x yf (z) u iv u iu y xi6 2 2′ = + = − = − +  

x z
y

f (z) f (x iy) zi f (z) z iz26 2 6=
=

′ ′= + = + ⇒ = +
o

  

f: کلیه توابع تحلیلی به صورت26مثال  (z) u(x) iv(y)=   رتند از:  عبا +

  1 (f (z) z a2= +  2 (f (z)
z2
1

=  3 (f (z) z=  4(f (z) cz a= +  )a  وc 

  ثابت)

  4پاسخ: گزینه 

  شرایط کوشی ریمان:

x y

x y

v u

u v u (x) v (y) u (x) v (y) c

= − ⇒ =

′ ′ ′ ′= ⇒ = ⇒ = =

o o  

  و ثابت هستند.برابر است بنابراین هر د yبا تابعی از  xتابعی از 

u(x) cx k , v(y) cy k= + = +1 2  

f (z) cx K ciy ik f (z) cz a1 2= + + + ⇒ = +  

  قضیه اصل ماکزیمم

fاگر تابع (z) یک ناحیه، تحلیلی و غیرثابت باشد، آنگاه در داخلf (z)  هیچ مقدار ماکزیممی در داخل این ناحیه نخواهد

fاگر داشت. بنابراین  (z)      در ناحیه بسته وکرانداري پیوسته بوده و در داخـل آن تحلیلـی و غیرثابـت باشـد، آنگـاهf (z) 

  کند نه در داخل آن. مقدار ماکزیمم خود را بر مرز این نحایه اختیار می

  قضیه لیوویل:

fاگر تابع (z) بوده و در صفحه مختلط کراندار باشد، آنگاه تامf (z) .تابعی ثابت است  
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f: اگ   ر ت   ابع٢٧مث   ال  (z) در تم   ام ص   فحھ تحلیل   ي و در ش   رطf (z) c′′ < )c ثاب   ت) ص   دق كن   د آنگ   اهf (z)  براب   ر اس   ت

A(با: ,A ,A , B,A3 2   اند)  ثابت 1

  1 (AZ B+    2 (cA ,A z A z A2
1 1 2 32

< + +  

  3 (c z AZ B2

2
+ fتوان شکل تابع در حالت کلی نمی ) 4    + (z) را نوشت  

  2پاسخ: گزینه 

fچون (z) راین تام است بنابf (z)′′ باشد و ضمناً نیز تام میf (z)′′  کراندار است براساس قضیه لیوویـلf (z)′′    بایـد تـابعی

  ثابت باشد.

f (z) k , K c
kf (z) kz c , f (z) z c z c2

1 1 22

′′ = <

′ = + = + +
  

kبا جایگذاري  A , c A ,C A1 1 2 2 32
= =   داریم: =

cA1 2
fیا> (z) A z A z A , A c2

1 2 3 12= + + <  
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  مجموعه تست) 2-7

,xu(xاگر )1 y) cos(y ln )2 fداده شده باشد، مزدوج همساز و تابع مختلط تحلیلی متنـاظر،   =2 (z)   کـدام

 است؟  

  1(z xf (z) i , v(x, y) i sin(y ln )2 2 2= + λ = + λ  

  2(z xf (z) sin(z ln ) i , v(x, y) cos(y ln )2 2 2 2= + λ = + λ  

  3(z xf (z) i , v(x, y) sin(y ln )2 2 2= + λ = + λ  

  4(z xf (z) cos(z ln ) i , v(x, y) sin(y ln )2 2 2 2= + λ = + λ   

,u(xتابع b , aـ با كدام مقادیر ٢ y) x ay bxy2 2= +   ھمساز است؟  +

  1 (a b 1= =  2(b , a 1= a) 3   دلخواه − 1= bو فقط − = o  4 ( هیچ مقدارb , a  

:ـ كدام تابع در ناحیھ محصور توسط دایره٣ zγ =   تحلیلي است؟  1

  1 (f (z) x y ixy= + +  2 (f (z) x y i xy2 2 2= − +  3 (f (z) xy i(x y)= + +  4 (f (z) xy i(x y )2 22= + −  

fـ اگر٤ (z) u iv= fو  + (z)  ھر دو تحلیلي باشند كدام مورد صحیح است؟  

  1 (u  فقط تابعی ازy 2  است (u  فقط تابعی ازx 3  است (u 4  مقداري است ثابت (u  تابعی ازy, x است 

uـ اگر٥ x y x2 2 2= − w، مزدوج ھمساز و تابع متناظر آن+ f (z)= اند؟  كدام  

  1(f (z) z(z ) , v xy2 1 2= − =    2 (f (z) z(z ) , v xy y2 1 2= + = +  

  3 (f (z) z(z ) , v xy y2 2 2= + = −  4 (f (z) z z , v y( x )2 2 2 2= + = +  

گ         اه ش        رط لازم ب         راي آن ك         ھ  داراي مش        تقات جزئ         ي مرتب         ھ دوم پیوس        تھ باش         ند، آن v,uـ         اگ         ر ٦

uعبارت v u vw ( ) i( )
y x x y

∂ ∂ ∂ ∂
= − + +

∂ ∂ ∂ ∂
z)باشد، كدام است؟ zتابعي تحلیلي از متغیر مختلط   x iy)= +   

  1(xx yy xx yyu u , v v− = + =o o   2 (xx yy xx yyu u , v v+ = + =o o  

  3 (xx yy xx yyu u , v v+ = − =o o  4 (xx yy xx yyu u , v v− = − =o o  

)شاخھ اصلي لگاریتم باشد  Lnzـ اگر ٧ arg z )−π < < π تابعLn( z   اي تحلیلي نیست؟  در چھ ناحیھ +21(

  1 ({ }z | Re z , Im z 1= ≥o  2 ({ }z | Re z , Im z= ≥o o    

  3({ }z | Re z , Im z 1= ≤o   4 ({ }z | z x iy , y , x= + = ≤o o  

zـ فرض كنید ٨ x iy= uو  + x y3 23= fو  − (z) u iv=   كدام است؟  fتحلیلي باشد،  +

  1 (iz  2(z3    3(zze    4 (z z3 23 1+ +  
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fـ          ف         رض كنی         د ت         ابع ٩ (z) u(x, y) iv(x, y)= تحلیل         ي اس         ت و داش         تھ باش         یم  Dاي مث         ل  ن         ھدر دام +
u(x,y)U(x, y) e cos(V(x, y))= مزدوج ھمساز تابع ،U  :عبارت است از  

  1 (u(x,y)V(x, y) e sin(v(x, y))=  2 (v(x,y)V(x, y) e sin(u(x, y))=  

  3 (u(x,y)V(x, y) e sin(u(x, y))=  4 (v(x,y)V(x, y) e sin(v(x, y))=  

fـ اگر ١٠ (z) u(x, y) jv(x, y)= ,u(xبھ ازاي  + y) x xy3 23= ھاي زی  ر ص  حیح  یك تابع تحلیلي باشد، كدام ی  ك از گزین  ھ −

)است؟ j )2 1= −   

  1 (v(x, y) x y23=  2 (v(x, y) x y y2 33= −  3 (v(x, y) y x23=  4 (v(x, y) y x x2 33= −  

,u(xراي این كھ تابعـ ب١١ y) x x y xy y3 2 2 3= + α + β   ھمساز باشد باید:  +

  1 (3β = α = −  2 (2α = − = β  3 (,3 3β = − α =  4 (,3 3β = α = −  

Uـ   اگ  ر١٢ u(x, y)=  در ی  ك ناحی  ھD  از ص  فحھxoy  ھمس  از وz x iy= Uگ  اه مق  دار باش  د، آن +
z z

2∂
∂ ∂

  براب  ر اس  ت ب  ا:  

  

1) 2  صفر) 1  
4

  3 (
i

1
4

  4 (1
4

−  

fبا ضابطھ fـ تابع ١٣ (x iy) x iy2 2+ =   در كدام نقاط صفحھ مختلط تحلیلي است.  +

})2  در مبدافقط ) 1   }( i)x : x R1+ ∈  3({ }( i)x : x R1−   هیچ نقطه ) 4   ∋

fـ تعیین كنید تابع١٤ (z) x y i xy2 2 2= −   در كجا تحلیلي است؟  +

    در تمام صفحه) 2  فقط در ربع اول) 1  

  در هیچ جا تحلیلی نیست.) 4  در ربع اول و سوم) 3  

wـ تابع مختلط١٥ f (z) (z )
1

2 21= = zگیریم. اگر ی  ك دور كام  ل ح  ول دای  ره بس  تھ را در نظر مي + i− = در ص  فحھ مخ  تلط  1

argگاه تغییر عبارت بزنیم، آن w  :برابر است با  

−2π  3 (2) 2  صفر) 1   π  4(π   
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xـ یك مزدوج ھمساز براي تابع١٦ xy3   كدام است؟  −23

  1 (y x y2 23−  2 (x y y2 33 −  3(x y y2 33 +   4 (x y y x2 23 3+  

,u(xـ اگر تابع١٧ y)  ھمساز باشد وv(x, y) xu(x, y)=گاه  ، آنV ( V)∇ = ∇ ∇4 2    برابر است با: 2

xxxu  3 (yyxu  4(xx) 2  صفر) 1   yyx(u u )−   

Refب  ھ ص  ورت  zدر ص  فحھ مخ  تلط  fي یك تابع تحلیلي ـ قسمت حقیق١٨ (z) u(x, y) x y y y2 3= = α − − β باش  د، ك  ھ در  مي

β,آن α اند. در این صورت:  ثابت حقیقي  

3αفقط) 1   1βو فقط= 3αفقط )2  = = 1βو فقط− =   3 (3α = 3α) 4  دلخواه استβو−   دلخواه است. βو  =

fـ       اگ      ر١٩ (z) u(x, y) iv(x, y)= fت      ابعي تحلیل      ي باش      د، ب      راي عب      ارت + (z)   ك      دام عب      ارت درس      ت اس      ت؟  2′

  

  1 (u v
x x

2 2

2 2
∂ ∂

+
∂ ∂

  2 (u v( ) ( )
x y

2 2∂ ∂
+

∂ ∂
  3 (u v( ) ( )

x x
2 2∂ ∂

+
∂ ∂

  4 (v u( ) ( )
x y

2 2∂ ∂
+

∂ ∂
  

,u(xـ      ب     راي اینك     ھ٢٠ y) x x y xy y3 2 2 3= + α + β fقس     مت حقیق     ي ی     ك ت     ابع تحلیل     ي + (z) u iv=   باش     د بای     د:  +

  

  1 (3α = β = −  2(2α = β = −   3 (,3 3α = − β =  4 (,3 3α = β = −  

wیك تابع مختلط باشد، آنگاه Wـ اگر ٢١ u(x, y) iv(x, y)= wدر تابع +
z

1
1

=
−

,v(xمقادیر  y), u(x, y) كدام است؟  

  1 (y xv(x, y) , u(x, y)
x y

1 1
1 1

− −
= =

− +
  2 (x yv(x, y) , u(x, y)

y x1 1
= =

− −
  

  3(x yv(x, y) , u(x, y)
( x) y ( x) y2 2 2 2

1
1 1

−
= =

− + − +
   4 (y xv(x, y) , u(x, y)

( x) y ( x) y2 2 2 2
1

1 1
−

= =
− + − +

  

fـ اگر ٢٢ (z) یك تابع تحلیلي با قسمت حقیقيxu(x, y) x e cos y= fباشد،   + (   برابر است با:  1′(

  1 (e1+   2 (e1−  3 (e i2+  4 (e i1+ +  

g(z)ـ تابع٢٣ z z2= :  

}در مجموعه تک عضوي) 1   }o جموعه تک عضويدر م) 2  تحلیلی است{ }o پذیر است مشتق  

  اي مشتق ندارد. در هیچ نقطه) 4    تحلیلی است Cدر تمام ) 3  

  باشد كدام گزینھ درست نیست؟  uمزدوج ھمساز  Vـ اگر ٢٤

  1 (yv مزدوج همسازyu .2  است (xv مزدوج همسازxu .است  

  3 (yu مزدوج همسازyv .4  است (xu مزدوج همسازxv− .است  
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zـ ماكسیمم٢٥ z2 zبھ فرض −   برابر است با:  ≥1

2) 4  2) 3  2) 2  صفر) 1   1+  

uھمساز باشد آنگاه تابع Dدر حوزه  uـ اگر ٢٦ uf (z) i
x y

∂ ∂
= −

∂ ∂
  : Dدر حوزه  

    باشد تحلیلی نمی) 2  تحلیلی است) 1  

  فقط در یک نقطه تحلیلی است.) 4  یک تابع ثابت است) 3  

,v(xـ اگر٢٧ y) مزدوج ھمسازu(x, y) x x xy3 22 3= − )vباشد و  + , ) 1=o o آنگاهv( ,   برابر است با: 11(

  1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

wـ اگر٢٨ f (z) cos z= zوقتي = x iy=   باشد آنگاه:  +

  1 (f (z) در کلیه نقاط به جزz = o تحلیلی است    

  2(f (z)  فقط در نقاط درون دایره واحد وz ≠ o تحلیلی است  

  3(f (z) خارج دایره واحد تحلیل است در نقاط     

  هیچکدام) 4  

,v(xـ اگر٢٩ y) یك مزدوج ھمس  از ت  ابعu(x, y) x( y)2 3= )vباش  یم  باش  د و داش  تھ − , )2 1 )vآنگ  اه مق  دار =6 , )1 عب  ارت  2

  است از: 

  1 (v( , )1 2 10=  2 (v( , )1 2 6=  3 (v( , )1 2 12=  4 (v( , )1 2 16=  

,v(xـ فرض كنید٣٠ y) y x y= −3 fو تابع  23 (z) u(x, y) iV(x, y)= fتحلیلي باشد و  − ( ) =o o تابع .u(x, y) كدام است؟  

  1 (xy x2 23 −  2 (x x y3 23−  3(x xy3 23−   4 (y xy3 23−  

  ـ كدام تابع ھمساز است؟ ٣١

  1 (x yu e
2 2− +=    2(u x y x chy cos x3 23= − +  

   3 (u (x y ) x y2 2 2 2= − +    4 (u x y x2 2= + +  

fـ فرض كنید٣٢ (z) تابعي تحلیلي با قسمت حقیقيxyu(x, y) e sin(x y )2 2 2−= fاست.  − (   برابر است با 1′(

  1 (cos isin2 1 2 1+  2 (cos i sin1 2 1−  3 (cos i sin2 1 1+  4 (cos i sin1 1−  

,u(xـ مزدوج ھمساز (ھارمونیك) تابع٣٣ y) ax by3 3=   اعداد حقیقي ثابت ھستند عبارت است از: b , aوقتي كھ +

  1 (v(x, y) c=    2(v(x, y) bx ay3 3= − +   

  3(v(x, y) ax by ab(x y)= + + +2 23 3 3   4(v(x, y) ax by ab(x y)2 23 3 3= + − +  
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fـ    ھرگ   اه٣٤ (z)  ی   ك ت   ابع تحلیل   ي باش   د، آنگ   اه مق   دارA در تس   اوي( ) f (z) A f (z)
x y
∂ ∂ ′+ =

∂ ∂

2 2
2 2

2   براب   ر اس   ت ب   ا: 2

  

  1 (A 2=  2 (A 1=  3 (A 4=  4 (A 9=  
uـ اگر٣٥ iv+  كھ در آنv,u  ھر دو توابعي ازy , x  ھستند در شرایط كوشي ریم  ان ص  دق كن  د آنگ  اه در ص  ورتيv iu+ 

  تحلیلي است كھ: 

  1(u f (x) , v g(y)= =    2 (u con st , v co nst= =  

  3(u f (y) , v g(x)=   بدون شرط خاصی همواره تحلیلی است.) 4    =
Vـ     آی    ا ت    ابع٣٦ sin xshy= باش    د؟ اگ    ر پاس    خ مثب    ت اس    ت، ت    ابع  fتوان    د قس    مت موھ    ومي ی    ك ت    ابع تحلیل    ي  مي −

uھارمونیك Re(f (z))=  را نیز بھ دست آورید؟  

wبله، چون تابع) 1   sin z=  .تحلیلی استu cos xchy g(y)= +  

wبله، چون تابع) 2   chz=  یک تابع تحلیلی است وu chx sin y=  

م پیوسته است و  بله، چون در معادله لاپلاس صدق می) 3   ل و دو کند و داراي مشتقات جزئی اوu cos xchy c= +  

wبله، چون تابع ) 4   sin z=  .تحلیلی استu cos xchy g(y)= +  

ھاي زیر، در مورد تابع مختلط ـ كدام یك از گزاره٣٧
(z) , zf (z) z

, z

3

2


≠= 

 =

o

o o
  صحیح است؟  

  پیوسته نیست. oدر مبدأ ) 1  

  کند. پذیر نیست. اما در روابط کشی ـ ریمان در این نقطه صدق می مشتق oدر مبدأ ) 2  

  کند. پذیر نیست و در روابط کشی ـ ریمان نیز در این نقطه صدق نمی مشتق oدر مبدأ ) 3  

  کند. ق میدر مبدأ پیوسته است و در روابط کشی ـ ریمان نیز در این نقطه صد) 4  

,v(xـ فرض كنید ٣٨ y) Ln(x y )2 2= fو تابع + (z) f (x iy) u(x, y) iv(x, y)= + = ,u(xتحلیلي باشد، در ای  ن ص  ورت  + y) 

  كدام است؟ 

  1 (ytan c
x

1− +  2 (xtan c
y

1− +  3 (xtan c
y

12 − +  4 (ytan c
x

12 − +  

z4ي  ھ  اي معادل  ھ ـ ناحیھ بس  تھ ش  امل درون و روي اض  لاع چھارض  لعي ب  ا رئ  وس جواب٣٩ 1+ = o  راD ن  امیم، مق  دار  مي

sinماكزیمم تابع z   كدام است؟  Dروي ناحیھ  2

  1(sinh21 1
2 2

+    2(cosh2 2
2

   3(cosh2

2
π   4 (sin sinh2 22 2

2 2
+  
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fـ        ت        ابع تحلیل       ي٤٠ (z) u(x, y) iv(x, y)= xك        ھ در آن  + yv(x, y) e sin( xy)−=
2 2

  باش       د عب        ارت اس        ت از: مي 2

  

  1 (f (z) exp(z )2=  2 (f (z) exp( z )2= −  3(f (z) exp(z )2= −   4 (f (z) exp(z )2=  

fـ تابع مختلط ٤١ (z)  پس از جایگزینيz x iy= fبھ صورت  + (z) ax bxy i(x y cy )3 2 2 3= + + در آمده اس  ت، ب  ھ ازاي  +

fتابع c,b,aھاي حقیقي  كدام ثابت (z)  نسبت بھ متغیرz پذیر است؟  مشتق  

  1 (b , a c1= − = =o  2 ( به ازاي هرمقدار برايc , b ,a  تابعf (z)  نسبت بهZ مشتق ندارد  

  3 (c ,b ,a1 11
3 3

= − = − =  4(b c,a 1= = =o   

fـ   اگ  ر ٤٢ (z) u(x, y) iv(x, y)= + )v,u  حقیق  ي وz x iy= ,u(x) و + y) x cosh x cos y ysinh x sin y= α + β آنگ  اه ب  ھ ،

β,ازاي كدام  α  ثابت، تابعf  تحلیلي است؟  

  1 (αβ = o  2(β = −α   3 (1α = β =  4 (β = α  

  ...  fتابعي تام باشد، كھ مقادیر آن خارج دایره واحدند. در این صورت  fـ فرض كنید ٤٣

  متناوب است.) 2  است. 1اي از درجه بیش از  چند جمله) 1  

  خطی کسري است) 4    ثابت است) 3  
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  ) پاسخ 2-8

  3) گزینه 1
x x

y xv u Ln cos(y ln ) v sin(y ln ) g(x)2 2 2 2 2= = ⇒ = +  
x x

x yv u Ln sin(y ln ) g (x) ln sin(y ln )′= − ⇒ + =2 2 2 2 2 2  

xg (x) g(x) v sin(y ln )2 2′ = ⇒ = λ ⇒ = + λo  
x xf (z) u iv cos(y ln ) i sin(y ln ) i2 2 2 2= + = + + λ  

x iyln x iy x iyf (z) e i i i22 2 2 2 += + λ = + λ = + λ  
zf (z) i2= + λ  

  2) گزینه 2

x xx

y yy

u x by , u
u ay bx , u a

2 2
2 2

= + =

= + =
 

xx yyu u a a2 2 1+ = ⇒ + = ⇒ = −o o  

b تواند باشد. هر مقدار دلخواهی می  

  2) گزینه 3

f (z) x y i xy u x y , v xy2 2 2 22 2= − + ⇒ = − =  

x y x yu v x , v u y2 2= = = − =  

  بنابراین این تابع در تمام نقاط صفحه تحلیلی است.

  3) گزینه 4

f) اگر28براساس نکته ( (z)  تحلیلی و غیرثابت باشد آنگاهf (z)   غیرتحلیلی است. در این تست چـونf (z) , f (z)   هـر دو

fباشند بنابراین می یتحلیل (z).تابع ثابت خواهد بود  

  4) گزینه 5

x y y xdv v dx v dy u dx u dy= + = − +  

dv ydx ( x )dy2 2 2= + +  

  گیریم: مانده انتگرال می و از عبارت باقی را حذف کرده y2تابع 

v ( x ) dy ( x ) y2 2 2 2= + = +∫  

f (z) x y x iy( x ) f (x iy)= − + + + = +2 2 2 2 2  
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x z x z
y y

f (z) f (x iy) x y x iy( x ) z z2 2 22 2 2 2= =
= =

= + = − + + + = +
o o

 

  2) گزینه 6

  صدق کند wباید شرایط کوشی ـ ریمان در مورد 

y x x yw (u v ) i(u v )= − + +  

y x x y yx xx xy yy(u v ) (u v ) u v u v
x y
∂ ∂

− = + ⇒ − = +
∂ ∂

 

  داراي مشتقات جزئی مرتبه دوم پیوسته هستند بنابراین v,uچون 

yx xy xy yxu u , v v= =  

xyبا توجه به  yxu u= ي فوق داریم: از رابطه  

xx yyv v+ = o  

x y y x xx yx yy xy(u v ) (u v ) u v u v
x y
∂ ∂

+ = − − ⇒ + = − +
∂ ∂

 

xy yx xx yyv v u u= ⇒ + = o  

  1) گزینه 7

w Ln( z )

Im( z ) , Re( z )

2

2 2

1

1 1

= +

+ = + ≤o o
 

z (x iy) x y ixy2 2 2 21 1 1 2+ = + + = + − +  

y = o یا Im( z ) xy x21 2+ = ⇒ = ⇒ =o o o  

Re( z ) x y2 2 21 1+ ≤ ⇒ + − ≤o o  

x , x y y y Im z= + − ≤ ⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥o o2 2 21 1 1 1 

جواب ندارد y , x y x2 2 21 1= + − ≤ ⇒ + ≤o o o  

}نواحی غیرتحلیلی: }z | Re z , Im z 1= ≥o  

  2) گزینه 8

x x x yf (z) u iv u iu x i y23 6′ = + = − = +  

x z
y

f (z) x i y z f (z) z2 2 33 6 3=
=

′ = + = ⇒ =
o

 

  1) گزینه 9
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fاگر (z)  تحلیلی باشد آنگاهf (z)e باشد. نیز تحلیلی است چون ترکیب دو تابع تحلیلی می  

[ ]f (z) u(x,y) iv(x,y) u(x,y)W e e e cos(v(x, y)) i sin(v(x, y))+= = = +  
u(x,y) u(x,y)W e cos(v(x, y)) ie sin(v(x, y)) U(x, y) iV(x, y)= + = +  

  بنابراین:
u(x,y)V (x, y) e sin(v(x, y))=  

  2) گزینه 10

x y y xdV v dx v dy u dx u dy xydx ( x y )dy2 26 3 3= + = − + = + −  

  گیریم: مانده انتگرال می را حذف کرده و از عبارت باقی xy6عبارت 

v ( x y )dy x y y= − = −∫ 2 2 2 33 3 3  

  1) گزینه 11

x xxu x xy y , u x y2 23 2 6 2= + α + β = + α  

y yyu x xy y , u x y2 22 3 2 6= α + β + = β +  

xx yyu u ( )x ( )y6 2 2 6 3+ = ⇒ + β + α + = ⇒ α = β = −o o  

  1) گزینه 12

  ):26براساس نکته (

U U U( ) U
z z x y

2 2 2
2

2 2
1 1
4 4

∂ ∂ ∂
= + = ∇

∂ ∂ ∂ ∂
 

∇U2تابعی همساز است بنابراین Uچون  = o باشد. می  

  4) گزینه 13

u x , v y2 2= =  

x x

y y

u x v
,

u v y
2

2
= =  

 = =  

o
o

 

x y x yu v x y, v u= ⇒ = = − ⇒ =o o  

fبنابراین (z) بر روي خطy x= پذیر باشـد آنگـاه در هـیچ     پذیر است. اگر یک تابع فقط بر روي یک منحنی مشتق مشتق

fاي تحلیلی نیست چون اگر براي هر نقطه روي منحنی یک همسایگی در نظر بگیریم،  نقطه (z)   فقط در بعضـی از نقـاط 

  این همسایگی مشتق دارد.
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  3) گزینه 14

xy f (z) x y i xy u x y , v xy2 2 2 22 2> ⇒ = − + ⇒ = − =o  

x y x yu v x , v u y2 2= = = − =  

  یر باشد آنگاه در آن حوزه تحلیلی است.ذپ پذیر است اگرتابع در یک حوزه مشتق بنابراین در ربع اول و سوم تابع مشتق

xy f (z) x y ixy u x y , v xy2 2 2 22 2< ⇒ = − − ⇒ = − = −o  

x y y xu x , v x ,u y , v y2 2 2 2= = − = − = −  

xyبنابراین اگر < o ناپذیر و غیرتحلیلی است. (ربع دوم و چهارم) تابع مشتق  

  4) گزینه 15

 

arg(w) arg( z )= + 21 1
2

 

z x y ixy2 2 21 1 2+ = + − +  

arg( z )+   کنیم. ي فوق تعیین می را در چهار نقطه روي دایره 21

x , y z i( ) arg( z )+ + + +→ → ⇒ + = + ⇒ + =o o o o2 21 1 1  

x , y z i( ) arg( z )2 22 1 3 1+ − + −→ → ⇒ + = − + ⇒ + = πo o  

x , y z i( ) arg( z ) ( )2 22 1 3 1− − − +→ → ⇒ + = − + ⇒ + = −πo o  

x , y z i( ) arg( z )2 21 1 1− + − −→ → ⇒ + = + ⇒ + =o o o o  

arg( z )argکند بنابراین  تغییر می  π2ي  یعنی به اندازه πتا  π−از  +21( z )+
1

2   تغییر خواهد کرد. πي  به اندازه 21

  2) گزینه 16

  باشد. ) می10این تست مشابه تست (

  1) گزینه 17

yy yyv(x, y) xu(x, y) v xu= ⇒ =  

x x xx x x xx x xxv u xu , v u u xu u xu2= + = + + = +  
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x xx yyv u x(u u )2 2∇ = + +  

  همساز است بنابراین: uچون 

xx yy xu u v u2 2+ = ⇒ ∇ =o  

x x
x x

u u
v ( u ) (u )

x y

 ∂ ∂
∇ = ∇ = ∇ = + 

∂ ∂  

2 2
4 2 2

2 22 2 2  

xx yyv (u u )
x

4 2 ∂
∇ = + =

∂
o  

  4) گزینه 18

x xx y yyu xy ,u y, u x y , u y2 22 2 3 6= α = α = α − − β = −  

xx yyu u y y2 6 3+ = ⇒ α − = ⇒ α =o o  

β باشد. مقدار دلخواه می  

  3) گزینه 19

x x x xf (z) u iv f (z) (u ) (v )2 2 2′ ′= + ⇒ = +  

  1) گزینه 20

x xx

x yy

u x xy y ,u x y

u x xy y ,u x y

= + α + β = + α

= α + β + = β +

2 2

2 2

3 2 6 2

2 3 2 6
 

xx yyu u ( )x ( )y2 6 2 6 3+ = ⇒ β + + α + = ⇒ α = β = −o o  

  4) گزینه 21

x iyw
z x iy ( x) y2 2

1 1 1
1 1 1

− +
= = =

− − − − +
 

x yu , v
( x) y ( x) y

−
= =

− + − +2 2 2 2
1

1 1
 

  1) گزینه 22

x x x yf (z) u iv u iu′ = + = −  

x x x xf (z) e cos y i( e sin y) e cos y ie sin y1 1′ = + − − = + +  

x , y f ( ) e1 1 1′= = ⇒ = +o  

  2) گزینه 23

g(z) z z z z (x iy)(x y ) (x xy ) i(yx y )22 2 2 3 2 2 3= = = + + = + + +  
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u x xy , v yx y3 2 2 3= + = +  

xx

y y

v xyu x y
u xy v x y

2 2

2 2

23
2 3

= = + 
 

= = +  
 

x yu v x y x y x y y x2 2 2 2 2 23 3 2 2= ⇒ + = + ⇒ = ⇒ = ±  

y = o یا x yv u xy xy xy x2 2= − ⇒ = − ⇒ = ⇒ =o o  

x , y x x y= = ± ⇒ = =o o  

y , y x x y= = ± ⇒ = =o o  

zفقط در  g(z)تابع = o پذیر است بنابراین مشتقg(z) باشد. اي تحلیلی نمی در هیچ نقطه  

  3) گزینه 24

 xuمزدوج همسـاز  xvمشتق بگیریم بنابراین yیا  xتوانیم از هر دو تابع نسبت به  باشد آنگاه می uمزدوج همساز  vاگر 

  باشد.  می yuمزدوج همساز  yvو همچنین 

  خواهد بود. −xvمساز مزدوج ه xuباشد بنابراین می −vمزدوج همساز uباشد آنگاه  uمزدوج همساز  vاگر

  نخواهد بود. yVمزدوج همساز  yuاست بنابراین  vمزدوج همساز  uگیریم  باشد آنگاه نتیجه نمی uمزدوج همساز  vاگر 

  3) گزینه 25

zچون z2 zباشد بنابراین مقدار ماکزیمم  غیرثابت می تابع تحلیلی و − z2 zبر مرز −   افتد. اتفاق می =1

z z z z z2 1 1− = − = −  

i iz z e z z e cos i sin21 1 1θ θ= ⇒ = ⇒ − = − = θ − + θ  

z z (cos ) sin ( cos )2 2 21 2 1− = θ − + θ = − θ  

cos Max( z z )21 2θ = − ⇒ − =  

  1) گزینه 26

x yf (z) u iu= −  

x x xx y y yy(u ) u , ( u ) u= − = −  

xx yy xx yy x x y yu u u u (u ) ( u ) ( )1+ = ⇒ = − ⇒ = −o  

y x yx x y xy( u ) u , (u ) u− = − − = −  

yx xy y x x yu u ( u ) (u ) ( )2− = − ⇒ − = −  
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f) شرایط کوشی ـ ریمان هستند بنابراین2) و (1روابط ( (z) ي  در حوزهD باشد. پذیر و تحلیلی می مشتق  

  1) گزینه 27

x y y xdv v dx v dy u dx u dy= + = − +  

dv xydx ( x y )dy2 26 2 3 3= − + − +  

  گیریم: مانده انتگرال می را حذف کرده و از عبارت باقی −xy6عبارت

v ( x y ) dy y x y y c2 2 2 32 3 3 2 3= − + = − + +∫  

v ( , ) c v(x, y) y x y y2 31 1 2 3 1= = ⇒ = ⇒ = − + +o o  

v( , ) =1 1 1 

  4) گزینه 28

fنچو (z) شاملz باشد. اي تحلیلی نمی باشد بنابراین در هیچ نقطه می  

  2) گزینه 29

  کنیم: از شرایط کوشی ـ ریمان استفاده می

u x xy6 2= −  

y xv u y v ( y)dy g(x) y y g(x)26 2 6 2 6= = − ⇒ = − + = − +∫  

x yv u g (x) x g(x) x c22′= − ⇒ = ⇒ = +  

v(x, y) y y x c , v( , ) c= − + + = ⇒ = −2 26 2 1 6 3  
2 2v(x, y) 6y y x 3 V(1,2) 6= − + − ⇒ =  

  3) گزینه 30

f (z) u(x, y) i( x y y )2 33= + −  

x yu ( x y y ) x y u x xy g(y)= − = − ⇒ = − +2 3 2 2 3 23 3 3 3  

x y( x y y ) u xy xy g (y) g (y) g(y) c2 33 6 6 ′ ′− = − ⇒ = − ⇒ = ⇒ =o  

u x xy c3 23= − +  

f ( ) u( , ) c u(x, y) x xy3 23= ⇒ = ⇒ = ⇒ = −o o o o o o  

  2) گزینه 31

  کنیم: ها امتحان می معادله لاپلاس را در گزینه

u x y x chy cos x3 23= − +  
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x xxu x y chysin x , u x chycos x2 23 3 6= − − = −  

y yyu xy shy cos x , u x chy cos x6 6= − + = − +  

xx yyu u+ = o  

  1) گزینه 32

x x x yf (z) u iv u iu′ = + = −  

xy xyf (x iy) ye sin(x y ) xe cos(x y )2 2 2 2 2 22 2− − ′ + = − − + −   

xy xyi xe sin(x y ) ye cos(x y )2 2 2 2 2 22 2− − − − − − −   

x , y f ( ) cos i sin1 1 2 1 2 1′= = ⇒ = +o  

  1) گزینه 33

,u(xتابع y) :باید در معادله لاپلاس صدق کند بنابراین  

x xx y yyu ax ,u ax ,u by ,u by2 23 6 3 6= = = =  

xx yyu u ax by a b u(x, y)+ = ⇒ + = ⇒ = = ⇒ =o o o o6 6  

,v(xبنابراین y) باید مقدار ثابتی باشد یعنیv(x, y) c=  

  3) گزینه 34

f (z) u iv f (z) u v2 2 2= + ⇒ = +  

x x xx x xx x xx(u v ) x uu vv ,(u v ) (u ) uu (v ) vv2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2+ = + + = + + +  

y y y yy y yy y yy(u v ) uu vv , (u v ) (u ) uu (v ) vv+ = + + = + + +2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2  

x x y y xx yy xx yy( ) f (z) (u ) (v ) (u ) (v ) u(u u ) v(v v )
x y

2 2 2 2 2
2 2 2 2 2∂ ∂  + = + + + + + + + ∂ ∂

 

xx yy xx yyu u v v⇒ + = + = o تحلیلی f (z) =  

x x y y x x y yf (z) u iv v iu f (z) (u ) (v ) (v ) (u )2 2 2 2 2′ ′= + = − ⇒ = + = +  

( ) f (z) f (z) A
x y

2 2
2 2

2 2 4 4∂ ∂ ′+ = ⇒ =
∂ ∂

 

  2) گزینه 35

  ند.ثابت هست v , uباشد آنگاه  vمزدوج همساز  uو همچنین  uمزدوج همساز  vاگر 

  3) گزینه 36
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x xx

y yy

v sin xshy v cos xshy , v sin xshy
v sin xchy v sin xshy

= − ⇒ = − =

= − ⇒ = −
 

xx yyv v+ = o  

تابع همساز است  vباشد بنابراین  کند و داراي مشتقات جزئی اول و دوم پیوسته می در معادله لاپلاس صدق می Vچون 

  باشد fتواند قسمت موهومی تابع تحلیلی  و می

x yu v sin xchy u sin xchy dx= = − ⇒ = −∫  

u cos xchy g(y)= +  

x yv u cos xshy cos xshy g (y) g (y)

g(y) c

′ ′= − ⇒ − = − − ⇒ =

=

o  

u(x, y) cos xchy c= +  

  3) گزینه 37
i

i
iz r r

r elim f (z) lim lim re f ( )
r e

3 3
5

2 2

− θ
− θ

θ→ → →
= = = =

o o o
o o  

f (z) در مبدا پیوسته است  

z
( x, y) ( , )

( x i y)
f ( z) f ( ) ( x i y)f ( ) lim lim

z x i y

3

2

∆ →
∆ ∆ →

∆ − ∆
∆ − ∆ + ∆′ = =

∆ ∆ + ∆o
o o

oo  

x f ( )
y f ( )

1
1

′∆ = ⇒ = −
′∆ = ⇒ =

o o
o o

 

yچون به روي دو مسیر , x∆ = ∆ =o o          نتیجه حد فوق متفاوت اسـت بنـابراین شـرایط کوشـی ـ ریمـان صـادق نیسـت و

fتابع (z) باشد. ناپذیر می در مبدا مشتق  

  3) گزینه 38

x y
y y xu v u dx tan g(y)

yx y x y
1

2 2 2 2
2 2 2 −= = ⇒ = = +
+ +∫  

x y

x
x yv u g (y) g (y)

x y x
y

g(y) c

−

′ ′= − ⇒ = − + ⇒ =
+

+

=

o
2

2 2 2

2

2 2
1

 

xu(x, y) tan c
y

−= +12  
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  4) گزینه 39

sin z      م متحلیلی و غیرثابت است بنابراین براساس قضـیه اصـل مـاکزیمم مقـدار مـاکزیsin z بـه روي مـرز ناحیـه رخ     2

  دهد. می

i i i i
z z e , e , e ,e

3 5 7
4 4 4 4 4 41 1

π π π π

+ = ⇒ = − =o  

xع آن به صورتباشند که یک ضل نقاط فوق رئوس یک مربع می , y2 2 2
2 2 2

= − ≤   باشد. می ≥

sin z sin x sinh y Max( sin z ) sin sinh2 22 2 2 22 2
2 2

= + ⇒ = +  

  1) گزینه 40

x x y xf (z) u iv v iv′ = + = +  

x y x y x y x yf (x iy) ( ye sin( xy) xe cos( xy)) i( xe sin( xy) ye cos( xy))
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2− − − −′ + = − + + +  

z z
x z
y

f (z) f (x iy) ze f (z) e exp(z )
2 2 22=

=
′ ′= + = ⇒ = =

o
 

  3) گزینه 41

x xx y yyu ax bxy u ax by ,u ax , u bxy, u bx= + ⇒ = + = = =3 2 2 23 6 2 2  

xx yyu u b a3+ = ⇒ = −o  

x xx y yyv x y cy v xy, v y, v x cy , v cy2 3 2 22 2 3 6= + ⇒ = = = + =  

xx yyv v c 1
3

+ = ⇒ = −o  

u ax axy , v x y y3 2 2 313
3

= − = −  

x yu v ax ay x y a a

b

2 2 2 2 13 3 3 1
3
1

= ⇒ − = − ⇒ = ⇒ =

= −
 

  2) گزینه 42

xu chx cos y xshx cos y ychx sin y= α + α + β  

xxu shx cos y xchx cos y yshx sin y= α + α + β2  

yu xchx sin y shx sin y yshx cos y= −α + β + β  

yyu xchx cos y shx cos y yshx sin y2= −α + β −β  
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xx yyu u ( )shx cos y2+ = ⇒ α + β = ⇒ β = −αo o  

  3نه ) گزی43
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  هاي مختلط ) نگاشت2-9

wتابع مختلط f (z)= گیریم اگر را در نظر میz x iy= wو ي تعریف تابع یک نقطه از دامنه + u iv= مقدار تابع بـه ازاي  +

z گوییم تابع  باشد در اینصورت میf ي  نقطهz ي  را از صفحهxy ي  به نقطهw ي  در صفحهuv کند. تصویر می  

، تبدیل کند در اینصورت نگاشـت  uvي  در صفحه Rرا به مجموعه نقاط  xyي مختلط  از صفحه Dمجموعه نقاط  fاگر

f دهیم. ایش میرا به صورت زیر نم  

ــابع  ــر ت ــابع   وارون fاگ ــورت ت ــد در اینص ــذیر باش fپ ــه−1 ــه   Rي  ، ناحی ــه ناحی ــی Dرا ب ــتلط   م ــابع مخ ــارد. در ت نگ

w f (z) u(x, y) iv(x, y)= = ,g(xبراي تعیین تصویر منحنی + y) = o ي  واقع در صفحهxyتدا متغیرهـاي  ، ابy , x   را بـر

,g(xي  محاسبه کرده و نتایج حاصل را در ضابطه v, uحسب  y) = o دهیم. قرار می  

 
x: تصویر خط28مثال  wتوسط نگاشت =2 z22= .را تعیین کنید  

  پاسخ:

w z (x iy) (x y ixy) (x y ) ixy2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 4= = + = − + = − +  

u (x y ) , v xy2 22 4= − =  

x u y , v y22 8 2 8= ⇒ = − =  

v vv y y u
2 2

2 2 264 2 8
32 32

= ⇒ = ⇒ = −  

vu، سهمی افقیyبنابراین با حذف 
2

8
32

= xتصویر خط  −   باشد. می =2

wبراي بررسی عملکرد نگاشت f (z) u iv= =   آوریم: اص زیر را به دست میهاي خ ، معمولاً تصویر منحنی+

yقائم و افقی  الف) خطوط b , x a= wهـا را تحـت نگاشـت     گیـریم و تصـویر آن   در نظر می xyي  را در صفحه = f (z)= 

  کنیم. تعیین می

,u(xهاي تراز ب) منحنی y) c , V(x, y) c= =1 ها به صورت خطوط قـائم و افقـی    نیآوریم تصویر این منح را به دست می 2

v c , u c2 1=   باشد. می uvي  در صفحه =
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iج) با فرض  iw Re , Z reφ θ= wدر نگاشت  = f (z)=   تصـویر دوایـر ،r c1=  هـاي   خـط  و نـیمc2θ را تحـت نگاشـت    =

w f (z)= کنیم. تعیین می  

wها توسط کنیم که تصویر آن چنان تعیین می Zي  هاي قطبی را در صفحه د) منحنی f (z)= به صویرت دوایرR c1=   یـا

c2φهاي  خط نیم   باشد. wدر صفحه =

  دهیم. هاي مختلط مورد بررسی قرار می هاي فوق را در نگاشت ي این بخش استفاده از دسته منحنی در ادامه

  نگاشت همدیس:

wاگر نگاشت f (z)=مدیس گفتـه  دار را از نظر اندازه و جهت، ثابت نگه دارد به آن نگاشت ه هاي جهت ي بین خم ، زاویه

  شود. می

     
  : 31نکته 

fالف) اگر مشتق تابع تحلیلی (z) ي  در حوزهR  مخالف صفر باشد آنگاهf (z) باشد. در این حوزه همدیس می  

fب) اگر  (z) ي  یک نگاشت همدیس در حوزهR هـا در همسـایگی    ي مساحت ها و اندازه باشد در اینصورت طول منحنی

zي نقطه R∈o تحت این نگاشت به ترتیب در ،f (z ) , f (z )2′ ′o o شود. ضرب می  

  هاي مهم: نگاشت

w) نگاشت1 z b= +  

x yz x iy , b b ib , w u iv= + = + = +  

x y

x

y

u iv (x b ) i(y b )

u x b
v y b

+ = + + +

= +
 = +

 

,x)ي  بنابراین این نگاشت نقطه y) ي بردار  را به اندازهx y(b ,b دهـد. ایـن نگاشـت در تمـام صـفحه مخـتلط        انتقال می (

  همدیس است.

w) نگاشت2 az=  
iarg(a) iarg(z)a a e a , z z e= ≠ =o  
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i(arg(a) arg(z))w a z e +=  

argي حول مبدا مختصات به اندازه Zبنابراین این نگاشت متشکل از دوران بردار  (a)    (انبساط یـا انقبـاض) و نیز تجانس

  باشد. می aبه مرکز مبدا و ضریب تجانس

w) نگاشت خطی3 az b= +  

  .bي  و به دنبال آن انتقال به اندازه (az)کیبی است از دوران و تجانساین نگاشت تر

aبا فرض  ≠ o باشد. ، نگاشت خطی همدیس می  

y: تبدیل سهمی29مثال  x2= را تحت نگاشتw iz i1= +   تعیین کنید. +

  پاسخ:

w i(x iy) i y i( x)1 1 1= + + + = − + +  

u y, v x y u , x v1 1 1 1= − = + ⇒ = − = −  

y x u (v ) u v v2 2 21 1 2= ⇒ − = − ⇒ = −  

y: تصویر منحنی30مثال  x , x1 2= ≤ wرا توسط نگاشت ≥ ( i)z i1 2= +   تعیین کنید. +

  پاسخ: 

w ( i)(x iy) i x iy ix y i1 2 2= + + + = + + − +  

u x y
v x y 2

= −
 = + +

 

x y u , v x2 2= ⇒ = = +o  

x v1 2 4 6≤ ≤ ⇒ ≤ ≤  

uخط  تصویر به صورت پاره , v4 6= ≤ ≤o باشد. می  

   
  کند. نگاشت خطی، خطوط را به خطوط و دوایر را به دوایر تصویر می

  نقاط ثابت:

wدر نگاشت f (z)=نـامیم بـراي تعیـین نقـاط ثابـت       ق است را نقاط ثابت مـی ها منطب ، نقاطی که تصویرشان بر خود آن
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fي معادله (z) z= کنیم. را حل می  

aبا فرض w، نگاشت خطی ≠1 az b= bzي ثابت به صورت  داراي یک نقطه +
a1

=
−

  باشد. می 

n(n) نگاشت4 N) w z∈ =  
i iz re , w Reθ φ= =  
nR r , n= φ = θ  

arg(z)ي بنابراین این نگاشت ناحیه
n n
π π

− < arg(w)−πرا به  ≥ < ≤ π کند. یعنی به کل صفحه مختلط تصویر می  

arg(z): تصویر ناحیه31مثال 
4
π

≤ ≤o توسط تابعw iz2=   کدام است؟  

3,ناحیه بین) 4  ربع سوم مختصات) 3  ربع دوم مختصات) 2  ربع اول مختصات) 1  
4 4
π π  

  2پاسخ: گزینه 

    
   باشد. بنابراین تصویر نهایی، ربع دوم مختصات می

f: تابع تحلیلی32مثال  (z) اي  حیه زاویهکه ناarg z
4
π

< <o  را بر روي ناحیهu   نگارد عبارتست از:   می >4

  1 (w iz2 4= − +  2 (w iz4 4= +  3 (w iz2 4= −  4 (w iz4 4= − +  

  2پاسخ: گزینه 

i
w z , w iz e z , w w iz4 4 4 42

1 2 2 4 4
π

= = = = + = +  

arg z arg w arg w1 2
3

4 2 2
π π π

< < ⇒ < < π ⇒ < <o o  

wاگر  u iv2 2 2= + ،arg w2
3

2 2
π π

< u2به معنی > < o باشد. می  

w w u u , v v
u u

2 2 2

2

4 4
4

= + ⇒ = + =

< ⇒ <o
 

4
π
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w: در تبدیل داده شده به صورت33مثال  z2 3= zدر صفحه مختلط + x iy= wبه صـفحه مخـتلط    + u iv= + 

zاي به مرکز دایره = o شود به   تبدیل می  

wاي به مرکز دایره) 3  یک نقطه) 2  خط مستقیم) 1   = o  4 (اي به مرکز دایرهw 3=  

  4زینه پاسخ: گ

iاگر iw Re , z reφ θ= wباشد، نگاشت = z2
1 rي   دایره = r= o  ي  را به دایـرهR r2= o  اي بـه   کنـد یعنـی دایـره    تبـدیل مـی

zمرکز = o اي به مرکز  به دایرهw = o شود. تصویر می  

wنگاشت w z2
1 3 3= + = اي  دهد بنابراین نتیجـه دایـره   واحد به سمت راست انتقال می 3ي  ي حاصل را به اندازه دایره +

wبه مرکز    خواهد بود. =3

  : 32نکته 

nwالف) نگاشت z , n 2=   باشد. ر از مبدا مختصات، همدیس میدر تمام نقاط صفحه غی ≤

nwب) نگاشت z=  دارايn هاي معادله نقطه ثابت است که ریشهnz z= باشـند نقـاط ثابـت نگاشـت     میw z2=  نقـاط ،

z ,1= o باشد. می  

w) نگاشت5
z
1

=  

  مختصات قطبی:
i iz re , w Reθ φ= =  

i
iRe R ,

rre
1 1φ

θ
= ⇒ = φ = −θ  

ي واحد را به داخل دایره واحد و نقاط داخل دایره واحـد را بـه خـارج دایـره واحـد       بنابراین این نگاشت نقاط خارج دایره

  د.آور ها را نسبت به محور حقیقی به دست می ي آن تصویر کرده و سپس قرینه
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  مختصات دکارتی:

z x iy , w u iv= + = +  

u ivw z x iy
z w u iv u v2 2
1 1 1 −

= ⇒ = ⇒ + = =
+ +

 

ux
u v

vy
u v

2 2

2 2

 = +

 = −
 +

 

  توان به صورت زیر نمایش داد. را می z: هر خط راست یا دایره واقع در صفحه 33نکته 

a(x y ) bx cy d , (a,b,c,d R)2 2+ + + + = ∈o  

,yبا استفاده از روابط فوق براي  xتصویر خطوط و دوایر تحت نگاشت ،w
z
1

  باشد به صورت زیر می =

d(u v ) bu cv a2 2+ + − + = o  

dالف) اگر , a≠ ≠o o یعنی دایره از مبدا مختصات عبور نکند، نگاشتw
z
1

گـذرد   مـی که از مبـدا ن اي  دایره، دایره را به =

  کند. تصویر می

dب) اگر , a= ≠o o یعنی دایره از مبدا مختصات عبور کند، نگاشتw
z
1

گـذرد   ، دایره را به خط راستی که از مبدا نمی=

  کند. تصویر می

dج) اگر , a≠ =o o کند، نگاشت یعنی خط راستی که از مبدا مختصات عبور نمیw
z
1

اي کـه از مبـدا    ، خط را به دایـره =

  کند. گذرد تصویر می می

aد) اگر d= = o  کند، نگاشت خط راستی که از مبدا مختصات عبور مییعنیw
z
1

، خط را به خط راسـتی کـه از مبـدا    =

  کند. گذرد تصویر می می

a) اگرهـ b= = o یعنی خط افقیdy
c

= wرا در نظر بگیریم، نگاشت −
z
1

کنـد کـه    اي تصـویر مـی   ، این خط را به دایره=

 u رایین محـو قرار داشته باشد دایره پ xمماس است اگر خط افقی بالاي محور  uبوده و بر محور  Vمرکز آن روي محور 

  در نظر بگیریم، تصویر آن به صورت خط افقی خواهد بود. xyي  خواهد بود و بالعکس اگر دایره توصیف شده را در صفحه

aي) اگر c= = o یعنی خط قائمdx
b

= wرا در نظر بگیریم، نگاشت −
z
1

کند که مرکز  اي تصویر می دایره ، این خط را به=

قرار داشته باشد دایره سـمت راسـت    yمماس است اگر خط قائم سمت راست محور  vبوده و بر محور  uآن روي محور 
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  خواهد بود و بالعکس. vمحور 

  در نظر بگیریم، تصویر آن به صورت خط قائم خواهد بود. xyي  ي توصیف شده را در صفحه اگر دایره

  :34نکته 

wلف) نگاشتا
z
1

zدر کلیه نقاط = ≠ o.همدیس است ،  

wب) نقاط ثابت
z
1

z، نقاط= =   باشند.  می ±1

wج) چون معکوس
z
1

تصـویر نمایـد آنگـاه     Rي  را به ناحیـه  Dي  حیهبا خودش برابر است بنابراین اگر این نگاشت نا =

  تصویر خواهد کرد. Dي  را نیز به ناحیه Rي  ناحیه

y: تصویر خط34مثال  x 1
2

= wبوسیله نگاشت +
z
1

  کدام است؟   =

  گذرد خطی است که از مبدا نمی) 2  گذرد خطی است که از مبدا می) 1  

  گذرد  اي است که از مبدا نمی دایره) 4  گذرد اي است که از مبدا می دایره) 3  

  3پاسخ: گزینه 

  گذرد. اي است که از مبدا می گذرد، دایره ) قسمت (ج) تصویر خط راستی که از مبدا نمی33براساس نکته (

zي محصور بین دو دایره  : تبدیل ناحیه5مثال  i , z1 1 1− = − wتوسط تابع =
z
1

  عبارت است از:   =

  1 (v , u> >
1 1
2 2

  2(v , u1 1
2 2

< − >   3 (v , u< − <
1 1
2 2

  4 (v , u1 1
2 2

> − <  

  2پاسخ: گزینه 

w z , w u iv
z w
1 1

= ⇒ = = +  

wz w w
w w
1 11 1 1 1 1 1−

− < ⇒ − < ⇒ < ⇒ − <  

u iv u iv (u ) v u v u u− + < + ⇒ − + < + ⇒ − < ⇒ >o2 2 2 2 11 1 1 2
2

 

i wz i i iw w
w w
1 11 1 1 1−

− < ⇒ − < ⇒ < ⇒ − <  

iu v u iv ( v) u u v v v2 2 2 2 11 1 1 2
2

− + < + ⇒ + + < + ⇒ + < ⇒ < −o  

vبنابراین  , u1 1
2 2

< −   باشد. تصویر می <
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az) نگاشت کسري خطی (موبیوس)6 bw
cz d

+
=

+
  

az bw ,c , ad bc
cz d

+
= ≠ − ≠

+
o o  

ad bcw
(cz d)

−′ =
+ 2  

adچون bc− ≠ o ابراینبنw′ ≠ o باشد. بوده و نگاشت موبیوس (دو خطی کسري) یک نگاشت همدیس می  

  توانیم بنویسیم. نگاشت موبیوس را به صورت ترکیب چند نگاشت می

a bc adw cz d , w , w ( )w
w c c1 2 2

1

1 −
= + = = +  

z: براي تبدیل نقاط متمایز35نکته  , z , z1 2 wبه ترتیب به نقاط 3 , w , w1 2 یک نگاشت موبیوس به صـورت زیـر موجـود     3

  است.

w w z zw w z z
.

w w w w z z z z
2 3 2 31 1

3 2 1 3 2 1

− −− −
=

− − − −
 

wشود برابر یک می w1باشد آنگاه کسر مربوط به ∞برابر  w1اگر یکی از نقاط مانند w
w w

1

2 1
1

−
=

−
  

کنند بنابراین نگاشت موبیوس نیـز   میهاي خطی و معکوس خطوط یا دوایر را به خطوط یا دوایر تصویر  : نگاشت36نکته 

dz کند. اگر خط یا دایره موردنظر از نقطه خطوط یا دوایر را به خطوط یا دوایر تبدیل می
c

= عبور کند، تصـویر آن یـک    −

  دایره است.  اشد و در غیر اینصورت تصویر آنب خط می

i: در نگاشت موبیوس37نکته  z z
w e

z z
θ −

=
−

o

o
 )θ.دلخواه) دو حالت زیر را داریم  

ي واحـد و   حقیقی به درون دایـره  ي بالاي محور صفحه  بالاي محور حقیقی قرار داشته باشد آنگاه نیم zoي الف) اگر نقطه

  شود. ي واحد تصویر می ي پایین محور حقیقی به خارج دایره نیم صفحه

ي واحـد و   ي پایین محور حقیقی بـه درون دایـره   صفحه پایین محور حقیقی قرار داشته باشد آنگاه نیم zoي ب) اگر نقطه

شود. در دو حالت فوق تصویر یک ربع مختصـات، درون   ي واحد تصویر می ارج دایرهي بالاي محور حقیقی به خ نیم صفحه

  ي خاص را تعیین کنیم. توانیم تصویر یک نقطه ي موردنظر می دایره باشد براي تعیین نیم دایره می یا خارج یک نیم

  : 38نکته 

iگاه نگاشتي واحد باشد آن داخل دایره zoي  الف) اگر نقطه z z
w e

zz 1
θ −

=
−

o

o
، درون دایـره واحـد را بـه درون دایـره واحـد      

  کند. تصویر می
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adب) با فرض bc− > o نگاشت ،az bw
cz d

+
=

+
ي بـالاي محـور حقیقـی     صـفحه  ي بالاي محور حقیقی را به نـیم  صفحه ، نیم

  کند. تصویر می

پایین محور حقیقی باشد آنگاه نگاشتzoي ج) اگر نقطه
i

i
zz z e

w
z e

θ

θ

−
=

−
o oي بـالاي   صـفحه  ي واحد را بـه نـیم   ، داخل دایره

  کند. محور حقیقی تصویر می

z: نگاشت36مثال  iw
z i

2 −
=

+
Im)صفحه بالایی  نیم  z )> o نگارد   ي زیر می ناحیه را به صورت همدیس بر  

  خارج دایره به مرکز مبدا و شعاع واحد) 2  داخل دایره به مرکز مبدا و شعاع واحد) 1  

  خارج دایره به مرکز مبدا و شعاع دو) 4  داخل دایره به مرکز مبدا و شعاع دو) 3  

  3پاسخ: گزینه 

i z zz iw e ,z i
z i z z1

θ −−
= = ⇒ θ = =

+ −
o

o
o

o  

Imبالاي محـور حقیقـی اسـت بنـابراین     iچون  z > o       شـود بنـابراین تصـویر ناشـی      بـه داخـل دایـره واحـد تصـویر مـی

zاز iw w
z i12 2 −

= =
+

  باشد. می 2، داخل دایره به مرکز مبدا و شعاع 

  کند؟   ي واحد تصویر می ي زیر را بر روي نقاط داخلی دایره هاي داده شده ناحیه : کدامیک از نگاشت37مثال 

 

  1(z ( i)f (z)
iz i

4

4
3 2
2 3

− +
=

− + +
   2((z i) if (z)

i(z i)

4

4
3 2
3 2 1

− − −
=

− − − +
   3 (z ( i)f (z)

z ( i)

4
3 2
3 2

 − +
=  + − 

  4 ((z i) if (z)
i(z i)

+ + −
=

− + + +

4

4
3 2
3 2 1

  

  4پاسخ: گزینه 

)Aي  ورد دو خط نقطهخمحل بر , )3 2− wباشد ابتدا باید این نقطه را به مبدا انتقال دهیم بنابراین می − z i1 3 2= + (تـا   +

  صحیح است) 4همین مرحله فقط گزینه 

argبه مبدا،  Aي  با انتقال نقطه w1 4
π

< <o باشد با نگاشت میw w (z i)4 4
2 1 3 2= = + argي به ناحیه + w2< < πo  یعنی

  رسیم. ي بالایی می صفحه نیم
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  کنیم. ) استفاده می37ي واحد از نکته ( داخل دایره ي فوقانی به صفحه براي تبدیل نیم

i iw i (z i) iw e f (z) e
w i (z i) i

4
2

4
2

3 2
3 2

θ θ− + + −
= ⇒ =

+ + + +
 

θ دلخواه است آن را
2
π کنیم انتخاب میi

(e i)2
π

=:  

(z i) i (z i) if (z) i
(z i) f i(z i)

4 4

4 4
3 2 3 2
3 2 3 2 1

+ + − + + −
= =

+ + + − + + +
 

az: تبدیل38مثال  bw
cz d

+
=

+
zکه نقاط  , i,1 1= wرا به ترتیب به نقاط − i, , i= −oي کند، ناحیـه  تبدیل میz را  >1

  کند؟   اي تبدیل می به چه ناحیه

  1 (u > o   2 (u < o   3 (V > o   4 (V < o   

  1پاسخ: گزینه 

w i i z 1 i 1 i 1, i
w i i z 1 i 1 i 1

− + − + +
= = −

+ − + − −
o
o

 

w i z iz ii (w i)(z ) (w i)(iz i)
w i z z

− − −
= = ⇒ − + = + −

+ + +
1 1
1 1

 

(i )z i (i )(z i) z i ww w z i
( i)z i (i )(z i) z i w

1 1 1 1
1 1 1 1

− + + − − − −
= = ⇒ = − ⇒ =

− + + − − + + +
 

wz w w
w

11 1 1 1
1

−
< ⇒ < ⇒ − < +

+
 

u iv u iv ( u) v ( u) v2 2 2 21 1 1 1− − < + + ⇒ − + < + +  

u u u2 2− < ⇒ > o  

w) نگاشت جاکوفسکی7 z
z
1

= +  

i iz re , e , w u iv
z r
1 1θ − θ= = = +  

u iv r cos ir sin cos i sin
r r
1 1

+ = θ + θ + θ − θ  

u (r )cos
r

v (r ) sin
r

1

1

 = + θ

 = − θ


 

rي  تصویر دایره r 1= ≠o  

u (r ) cos v (r ) sin
r r
1 1

= + θ , = − θo o
o o
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بیضی افقی: u v

(r ) (r )
r r

2 2

2 2
1

1 1
+ =

+ −o o
o o

 

a r , b r
r r
1 1

= + = −o o
o o

 

c   ھاي بیضي: كانون a b c c z , z2 2 2 2 4 2 2 2= − ⇒ = ⇒ = ⇒ = = −  

rاي بنابراین تصویر دایره r 1= ≠oهاي آن نقاط  ، بیضی است که مرکز آن مبدا مختصات بوده و کانونz 2= باشد اگر  می ±

r)شعاع دایره )o یابد قطرهاي بیضی افزایش می افزایش یابد طول نیم.  

  :39نکته 

)الف) تصویر دایره واحد z wتوسط =1( z
z
1

= vخط ، پاره+ , u2 2= − ≤ ≤o باشد. می  

wب) نگاشت  z
z
1

= zدر تمام صفحه به غیر از + 1=   باشد. ، همدیس می±

ــال  ــم39مث ــه   c1: خ ــا معادل ,iب z e2 θ≤ θ ≤ π =o ــفحه ــم   xy، در ص ــه خ ــفحه  c2ب ــط  uvدر ص توس

wتبدیل z
z
1

=    کدام است؟ c2شود. خم  نگاشته می+

u1طقطعه خ) 1   1− ≤ u2قطعه خط ) u  2ر افقی بر محو ≥ 2− ≤   uبر محور افقی  ≥

  بیضی) 4    دایره) 3  

  2پاسخ: گزینه 

vخط افقی )، تصویر آن پاره39باشد بنابراین براساس نکته ( همان دایره واحد می c1خم , u2 2= − ≤ ≤o باشد. می  

zfتبدیل : نقاط ثابت در40مثال  (z)
z

1
4 1

−
=

+
  اند؟   چگونه 

  xyي  یک نقطه در صفحه) 2    دو نقطه متمایز روي محور موهومی) 1  

  فاقد نقطه ثابت) 4  یک نقطه روي محور حقیقی و یک نقطه روي محور موهومی) 3  

  1پاسخ: گزینه 

z iz z z z z z
z

2 21 14 1
4 1 4 2

−
= ⇒ + = − ⇒ = − ⇒ = ±

+
 

zw) نگاشت نمایی8 e=  

  مختصات دکارتی:

z x iy , w u iv= + = +  
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x iy xu iv e e (cos y i sin y)++ = = +  
x

x

u e cos y

v e sin y

 =


=
 

zwدر نگاشت e= تر است که  مناسبw :را در مختصات قطبی در نظر بگیریم  
iz x iy , w Re φ= + =  

i x iy xRe e w R e ,arg(w) yφ += ⇒ = = = φ =  

xائمخط ق پاره x= o ،y−π < ≤ π ي  به دایرهxw e= o شود. تصویر می  

yخط افقی y= o خط  به نیمarg(w) y= o شود. تصویر می  

y−πنوار افقی  < ≤ π ي  در صفحهxyاصلی نگاشت ، نوارzw e= شود. نامیده می  

y arg(w)−π < ≤ π ⇒ −π < ≤ π  

x w−∞ < < ∞ ⇒ < < ∞o  

 
)بنابراین تصویر نوار اصلی x , y )−∞ < < ∞ − π < ≤ πي  ، کل صفحهuv ي  غیر از نقطهw = o باشد. (مبدا) می  

x)) 1تصویر قسمت ( , y )> < < πo o ،ي واحد  نیمه بالایی خارج دایره( arg(w) , W )< < π >1o باشد می.  

x)) 2تصویر قسمت ( , y )< < < πo oي واحد ي بالایی دایره  دایره ، نیمarg(w) )< < πoوw   باشد. ) می>1

x))3تصویر قسمت ( , y )< −π < <o oي واحد ي پایینی دایره دایره ، نیمw , arg(w) )1< − π < < oباشد. ) می  

x))4تصویر قسمت ( , y )> −π < <o oي واحد پایینی خارج دایره ه، نیمw , arg(w) )1> − π < < oباشد. ) می  

yتصویر خط = o بخش مثبت محور حقیقی ،)arg(w) = o یاv ,u= >o oو تصویر خط (y = π  بخش منفی محور حقیقـی ،

)arg(w) = π یاv ,u= <o oباشد. ) می  

xخط قائم  تصویر پاره , y= − π < ≤ πoدایره واحد ،w   باشد. می =1

zwچون e=  داراي دوره تناوبi2π2ي باشد بنابراین اگر نوار اصلی به اندازه میπ   در راستاي قائم انتقال یابد، نتایج فـوق

  براي نوار افقی جدید نیز صادق است.

wریتم) نگاشت لگا9 Lnz=  
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wتابع  Lnz= .(شاخه اصلی لگاریتم) وارون تابع نمایی است  
iz re , w u ivθ= = +  

u iv Lnr i ,+ = + θ − π < θ ≤ π  

u Lnr
v

=
 = θ , − π < θ ≤ π

 

zي  این نگاشت دایره r= o خط قائم را به پارهu Lnr , v= −π < ≤ πo خط شعاعی و نیمarg(z) = θo   را به خط افقـیv = θo 

  کند. تبدیل می

wنگاشت  Lnz= کل صفحه مختلط غیر از ،z = o را به نوار اصلی( v , u )−π < ≤ π − ∞ < <   نماید. ر میتصوی ∞

  :40نکته 

zwالف) نگاشت e= در کل صفحه، همدیس است. نگاشتw Lnz=   در نقاطی که تحلیلی است (کل صفحه غیر از نقـاط

Re(z) , Im(z)≤ =o oباشد.  )، همدیس می  

  باشد. و برد آن کل صفحه غیر از مبدا مختصات میکل صفحه  zeب) دامنه تعریف 

uکل صفحه غیر از مبدا مختصات و برد آن نوار اصلی  Lnzدامنه تعریف  )−∞ < < v−πو  ∞ < ≤ πباشد. ) می  

  نگارد عبارتست از   بصورت زیر می D2را به حوزه D1: تبدیلی که حوزه41مثال 

   

  1 (zw e=  2 (w z
z
1

= +  3 (iw
i z4
π

=
π −

  4 (zw e2=  

  4پاسخ: گزینه 

xنــوار , y
2
π

< < <o oتوســطw z1 Re(wبــه نــوار =2 ) , Im(w )< < < πo o1 شــود و ایــن نــوار توســط تــابع  تصــویر مــی 1

wنمایی zw e e21= arg(w)ي  به ناحیه = , w 1< < π <o گـردد   ي واحـد تبـدیل مـی    ي فوقـانی دایـره   دایـره  یعنی به نیم

zwبنابراین e2=ي  ، ناحیهD1 را بهD2 کند. تصویر می  
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w: نگاشت42مثال  Lnz2=  را از صفحهZ  به صفحهw گیریم. کدام ناحیه از صـفحه   در نظر میZ    تحـت ایـن

vنگاشت، به ناحیه , uπ
≤ ≤ ≥o o

2
  شود؟  تصویر می Wاز صفحه  

  1 (arg (z) , z 1
2
π

≤ < >o  2(arg (z) , z 1
2
π

≤ ≤ ≥o   3(arg (z) , z 1
4
π

≤ ≤ ≥o   4 (arg (z) , z
4
π

≤ ≤ ≥o o  

  3پاسخ: گزینه 

w Lnz Lnr i u iv2 2 2= = + θ = +  
u Lnr ,u Lnr r z2 2 1 1= ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥o o  

v , v arg(z)2 2
2 2 4
π π π

= θ ≤ ≤ ⇒ ≤ θ ≤ ⇒ ≤ ≤o o o  

w) نگاشت10 sin z=  

z x iy, w u iv= + = +  
w sin(x iy) sin x cosh y i cos x sinh y

u sin x cosh y
v cos x sin hy

= + = +

=
 =

 

xنوار قائم
2 2
π π

− ≤ wرا به عنوان نوار اصلی  xyي  در صفحه ≥ sin z= گیریم. در نظر می  

 
wنگاشت sin z=) کند. صات تصویر می) را به ترتیب به ربع اول، دوم، سوم و چهارم مخت4) و (3)، (2)، (1، نواحی  

xاگر نوار 3
2 2
π π

≤ sinي  در نظر گرفته شود از رابطه ≥ z sin(z )= − − π کنیم. استفاده می  

yبه عنوان مثال براي تعیـین تصـویر نـوار    , x 3
2
π

≥ π ≤ ≤o  ابتـدا نگاشـت ،z − π    ) ر نـوار  ) د1، ایـن نـوار را بـه قسـمت

)اصلی x , y )
2
π

≤ ≤ ≥o o کند سـپس نگاشـت   تصویر میsin(z )− π     نگـارد و در نهایـت    آن را بـه ربـع اول مختصـات مـی

sinنگاشت z sin(z )= − − π آورد بنابراین تصویر نهایی ربع سـوم مختصـات    ي ربع اول را نسبت به مبدا به دست می قرینه

  ود.خواهد ب

xتصویر خط قائم  c, c
2
π

= < <oباشد: به صورت زیر می  
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u sin ccosh y , u
v cos csinh y

= >
 =

o  

شاخه سمت راست (u )> o هذلولی افقی: u v
sin c cos c

2 2

2 2 1− =  

)هاي هذلولی فوق نقاط کانون , )( , )1 1− o o باشد. می  

xتصویر خط قائم c, c
2
π

= − < < o شاخه سمت چپ ،(u )< o باشد. هذلولی فوق می  

yخط افقی  تصویر پاره c , x
2 2
π π

= > − ≤ ≤o باشد: به صورت زیر می  

u sin x cosh c
v cos x sinh c , V

=
 = ≥ o

 

v)نیمھ فوقاني )≥ o :بیضي افقي  u v
cosh c sinh c

2 2

2 2 1+ =  

  یابد. ، طول قطرھاي بیضي نیز افزایش ميcبا افزایش 

yخط افقي تصویر پاره c , x
2 2
π π

= < − ≤ ≤oنیمھ تحتاني ،(v )≤ oباشد. بیضي فوق مي  

)ھاي بیضي، نقاط كانون , ) , ( , )1 1− o o باشد. مي  

yخط پاره , x
2 2
π π

= − ≤ ≤oخط  بھ پارهv , u1 1= − ≤ ≤o گردد. تصویر مي  

xخطوط , x
2 2
π π

= = v)ھاي  خط بھ ترتیب بھ نیم − ,u ) , (v , u )1 1= ≥ = ≤ −o o شوند. تصویر مي  

wھاي ) نگاشت١١ cos z, w sinh z, w cosh z, w tan z= = = =  

هاي  براساس روابط زیر نگاشت cos z  ، sinh z و   cosh z را به   sin z کنیم. تبدیل می   

w sinh z i sin(iz)= = −  

w cosh z cos (iz) sin(iz )π
= = = +

2
 

wبراي بررسي نگاشت tan z= كنیم ھاي نمایي و موبیوس بھ صورت زیر استفاده مي از نگاشت  w cos z sin(z )π
= = +

2
  

iz iz iz

iz iz iz
e e ew tan z i

i e e e

2

2
1 1

1

−

−
− −

= = = −
+ +

 

w: در نگاشت41نکته  tan z=گیریم  ، نوار زیر را در نظر می( x )
4 4
π π

− ≤ ) در نوار مقابل بـه  4) و (3)، (2)، (1نواحی ( ≥

  شوند ي واحد تصویر می ترتیب به ربع اول، دوم، سوم و چهارم داخل دایره

http://www.SANJESH.IR


 ات مهندسیریاضی
 

WWW.SANJESH.IR    
  

«168» 

 

yبه عنوان مثال نوار  , x
4
π

≥ ≤ ≤o o ي  به ناحیهarg(w) , w 1
2
π

≤ ≤ ≤o شود. تصویر می  

w: نگاشت42نکته  sin z= در تمام صفحه مختلط به غیر از نقاطz k
2
π

= π + k , , ,1 2= ± ±o Kباشد. ، همدیس می  

تبدیل :43مثال 
i cos( z)

aw
i cos( z)

a

π
+

=
π

−
yنوار ي نیم ناحیه  , x a≥ ≤ ≤o o 74کند؟ (کامپیوتر ـ  اي تبدیل می را به چه ناحیه(  

  دایره بالاي محور حقیقی نیم) 2    ي بالایی نیم صفحه) 1  

  قرص دایره واحد) 4  دایره بالاي محور حقیقی ي خارج نیم ناحیه) 3  

)cos  ٤پاسخ: گزینھ  z) sin( z )
a a 2
π π π

= − −  

i w
w , w sin w , w z

i w a
2

2 1 1
2 2

+ π π
= = − = −

−
 

wنگاشت z
a1 2
π π

= yي ، ناحیه− , x a≥ ≤ ≤o o ي  را به ناحیهu , vπ π
− ≤ ≤ ≥ o1 12 2

 (w u iv )1 1 1= کنـد ایـن    تبدیل می +

sinباشـد بنـابراین توسـط نگاشـت     مـی  sinناحیه، قسـمت فوقـانی نـوار اصـلی      w1   ي فوقـانی صـفحه و    صـفحه  بـه نـیم

wتوسط sin w2 1=   گردد. ي تحتانی صفحه تبدیل می صفحه به نیم −

i w w i
w

i w w i
2 2

2 2

+ +
= = −

− −
 

z)(37نگاشت فوق مشابه نکته ( i ,= − θ = πo صـفحه تحتـانی را بـه داخـل       باشد بنـابراین نـیم   محور حقیقی) می  پایین

  کند. ي واحد تصویر می دایره

  باشد. ي واحد (قرص دایره واحد) می تصویر نهایی داخل دایره
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w:هرگاه44مثال  u iv , z x iy= + = w، آنگاه تحت نگاشت+ sin z= خطx
4
π

به منحنی زیر در صفحه تبـدیل   =

  شود  می

  1(u v2 2 1
2

+ =   2(u v2 2 1
4

+ =   3(u v2 2 1
2

− =   4 (u v2 2 1
4

− =  

  3پاسخ: گزینه 

u cosh y , uu sin x cosh y
v cos x sinh y

v sinh y

2
2
2

2


= >= ⇒ 

=  =

o
 

u  شاخھ سمت راست ھذلولي افقي: v u v
2 2

2 2 11
1 1 2
2 2

− = ⇒ − =  

wتحت نگاشـت  Zي  : ناحیه نشان داده شده در شکل از صفحه45مثال  ( j)sin( z)= + π1     بـه کـدام ناحیـه از

w)شود؟  تبدیل می wي مختلط  صفحه u iv)= +    

 
  1 (v u− ≥ o  2(u v+ ≥ o   3(v u− ≤ o   4(v u+ ≤ o   

  1پاسخ: گزینه 

1 2 1 2w z , w sin w , w (1 j)w= π = = +  

wنگاشت u iv z1 1 1= + = π      ناحیـه مشـخص شـده را بـهu12 2
π π

− ≤ v1و  ≥ ≥ o   کنـد و ایـن ناحیـه توسـط      تبـدیل مـی

w sin w=2   گردد.  ، تصویر میw2ي  ي فوقانی صفحه صفحه به نیم 1

wتحت نگاشت ( j)w21= )argي  ي فوقانی فقط به اندازه صفحه ، نیم+ j)1
4
π

+   کند بنابراین: دوران می =

  
v u v u≥ ⇒ − ≥ o  
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  تمجموعه تس) 2-10
Bنقـاط  همطابق شکل ب B,Aتبدیل کند به طوري که نقاط ′Dي  را به حوزه Dي  تابع تحلیلی که حوزه ـ1 , A′ ′ 

  دایره یکه تصویر شوند، کدام است؟  

   

  1(z iw
iz 1
−

=
− +

   2(z iw
z i

4
4

+
=

−
   3(z iw

iz

2

2 2
+

= −
+

   4 (z iw
z i

4
4

−
=

+
  

wـــ نگاشــت 2 Lnz= ناحیــهRe(z) > o  از صــفحهz  را بــه کــدام ناحیــه در صــفحهw کنــد.  تبــدیل مــی  

  

  1 (Im(w) > o  2(Im(w) < o   3(Im(w)< < πo   4(Im(w)
2 2
π π

− < <   

wـ نگاشت3 ( i) z1=   کدام ویژگی را دارد؟   +

کند و شکل را  برابر می 2ابعاد را ) 1  
4
π دهد دوران می  

و شکل را کند  برابر می 2ابعاد را ) 2  
4
π

  دهد دوران می −

کند و شکل را  برابر می 2ابعاد را ) 3  
4
π دهد دوران می  

4کند و شکل را  برابر می 2ابعاد را  ـ4
π

−
  دهد دوران می 

fبع) نگاشت ناحیه زیر تحت تا4 (z) z2=   کدام است؟  

 

  1 (    2 (  

  3 (  4 (  
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i2و  ∞و  oرا بر روي نقـاط   z، در صفحه +i1و  i، −1که به ترتیب نقاط ـ تبدیل خطی کسري5 در صـفحه   +

w کند کدام است؟   تصویر می  

  1 (zw
z i

1+
=

−
  2(zw

z i
12 +

=
−

   3(z iw
z 1

−
=

+
   4(zw

z i
1 1
2

+
=

−
   

wـ نگاشت6 z
1
≥ناحیه =3 θ ≤ πoنگارد؟   را روي کدام ناحیه می  

  1 (  2 (  

  3 (    4 (  

)، zي هاشورزده شده در صفحه  ـ ناحیه7 Im(z) )2< <o  با نگاشت
z

w e 2
π

 wبه کدام ناحیه از صفحه مختلط  =

  شود؟ تبدیل می

 
  1 (Im(w) < o  2 (Im(w) > o  3 (Re(w) > o  4(Re(w) < o   

xـ نوار عمودي8
2 2
π π

− ≤ yو≥ ≥ o تحت تبدیلw sin z= اي در صفحه به چه ناحیه(u, v) شود؟  تبدیل می  

  ربع اول و سوم) 4  ربع اول) 3  ي فوقانی صفحه نیم) 2  ي پایینی صفحه نیم) 1  

wـ نگاشت9 z21= x، خط +   کند؟   به چه منحنی تبدیل می wرا در صفحه  zاز صفحه  =1

  1 (v ( u)2 4 2= +  2 (v ( u)2 4 2= −  3 (v ( u)2 2 2= −  4 (v ( u)2 2 2= +  
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wدایره با تبدیل ـ مبدل نقاط داخل نیم10
z
1

  کدام ناحیه است؟   =

 

  1 (    2 (    

  3 (    4 (  

yـ مبدل مثلث محدود به سه خط11 x=  وy x= xو  − wبا تبدیل  =1 z2=   کدام ناحیه است؟  

  1 (  2 (    

  3 (  4 (  
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wي زیر تحت تبدیل هاشورخورده  ـ تصویر ناحیه12
z
1

  مطابق با کدام شکل است؟   =

 

  1 (    2 (    

  3 (    4 (  

}توان ناحیه با کدام تبدیل میـ 13 }D (x, y); y= ≤ oي  از صفحهZ    را به درون دایره یکه به مرکز مبـدا تصـویر

  کرد؟  

  1(i z iw e
z i

2

2
θ −

=
+

   2(i z iw e
z i

θ −
=

+
   3(i z iw e

z i

2

2
θ +

=
−

   4(i z iw e
z i

θ +
=

−
   

yي ـ تصویر ناحیه14 > o  از صفحه(z x iy)= zwتحت نگاشت + ln
z

1
1

−
=

+
w) کدام گزینه است؟  u iv)= +  

>v) نوار 1   < πo    2نوار (v
2
π

< <o   3ي ) ناحیهu , v< >o o  4ي ) ناحیهu , v> >o o  

wـ نگاشت15 tan z= نوار  عموديx
4
π

  نگارد؟   را به کدام ناحیه می>

  1 (w 1<  2 (Re(w) > o  3(Re(w) < o   4 (Im(w) > o  
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izـ نگاشت16 iw
z

− +
=

+1
Re(z)ي  ناحیه  > o نگارد؟ را به کدام ناحیه می  

  1 (Im(w) > o  2(Re(w) > o   3 (w 1>  4 (w 1<  

Dـ تصویر مجموعه17 (x, y) ; 1 x 2, y
2
π = ≤ ≤ ≤ ≤ π 

 
  کدام مجموعه است؟ zeتحت نگاشت 

  1(ire , r ,1 2
2

θ π ≤ ≤ ≤ θ ≤ π 
 

   2(ire , e r e ,2

2
θ π ≤ ≤ ≤ θ ≤ π 

 
   

  3({ }ire ,e r e2θ ≤ ≤     4({ }ire ,e r e ,θ ≤ ≤ ≤ θ ≤ πo2 2   

zـ تصویر ناحیه بین دو دایره 18 i , z1 1 1− = − iwتوسط نگاشت =
z

  عبارت است از:   =

  1(v , u1 1
2 2

< >   2 (v , u1 1
2 2

> >  3 (v , u1 1
2 2

> <  4 (v , u1 1
2 2

< <  

wـ نگاشت19 ( i)cos z1= + πنوار ، نیم( x , y )1≤ ≤ ≥o o ي  از صفحهz  اي در صـفحه   را به چه ناحیـهw   تبـدیل

  کند؟   می

  1 (u v− ≥ o  2(u v− ≤ o   3(u v+ ≥ o   4(u v+ ≤ o   

zي  ـ ناحیه20 : Re(z) , Im(z)
2
π ≤ ≤ π ≥ 

 
o ي مختلط  از صفحهz  تحت نگاشتw cos z= به کـدام ناحیـه در    −

  شود؟  تصویر می Wي مختلط  صفحه

  ) ربع اول4  ) ربع دوم3  ) ربع سوم2  ) ربع چهارم1  

zـ تبدیل21 z
W T(z) k

z z 1
−

= =
−

o

o
zمفروض است که در آن   ,K≠o oاند و  ثابتz , K1 1< =o    ایـن تبـدیل داخـل .

  کند) بر:   نگارد (تصویر می را می zو به شعاع واحد در صفحه  oدایره به مرکز 

  Wصفحه در صفحه مختلط  ) یک نیم1  

  zoو به شعاع 1) درون دایره به مرکز 2  

و به شعاع o) درون دایره به مرکز 3  
z
1

o
  Wدر صفحه مختلط  

  Wو به شعاع واحد در صفحه مختلط  o) درون دایره به مرکز 4  

R)ي  ـ تصویر دایره22 ) z R1≠ wتحت نگاشت = z
z
1

=   عبارت است از:   +

  ) خط مستقیم4  ) یک بیضی3  ) هذلولی2  ) دایره1  
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,ـ کدام نگاشت موبیوس نقاط23 ,1∞ o را به ترتیب به نقاطi, ,1 1
2
−o نگارد: می  

  1(i
z i+

   2(i
z i
−
−

   3(iz
iz

2 1
1

+
−

+
   4(iz

iz i
2 1+

−
+

   

x)ـ تصویر دایره24 ) (y )2 21 1 2+ + − wتحت نگاشت  = u iv
z
1

= +   کدام است؟   =

  1(v u 1
2

= +   2(u v 1
2

+ + = o   3 ((u ) (v )2 2 11 1
2

+ + + =  4((u ) (v )2 2 11 1
2

− + + =   

zwـ نگاشت25
z

1
2

−
=

−
zنقاط واقع بر منحنی  1 3+   نگارد؟   را بر کدام منحنی می =

  گذرد ) یک دایره که از مبدا مختصات می2  ) خطی موازي محور مختلط1  

  گذرد ا مختصات می) خطی که از مبد4  گذرد ) یک دایره که از مبدا مختصات نمی3  

ــت 26 ــ نگاش ــه zeـ zناحی : Re(z) , Im(z)
2
π ≤ ≤ ≤ 

 
o o     ــی ــویر م ــر تص ــه زی ــدام ناحی ــه ک ــد؟  را ب   کن

  

  1 (  2 (  

  3 (  4 (  

yـ تصویر خط27
4
π

wتحت نگاشت = cosh z=  کدام است؟(w u jv)= +    

  1 (u v2 2 1− =  2 (v u2 2 1− =  3(u v2 2 1
2

− =   4(v u2 2 1
2

− =   

yـ تصویر سهمی28 x2= تحت تبدیلw
z
1

w)کدام است؟ = u iv , z x iy)= + = +    

  1(v(u v ) u2 2+ = −   2 (v(u v) u+ = −  3 (v(u v ) u2 2 2+ =  4 (v(u v ) u2 2 2+ = −  
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wتحـت نگاشـت    ABCDـ تصویر ناحیه واقع در داخل مسیر بسته 29 u iv, w sin z= + عبـارت اسـت از    =

  چیست؟   aثابت ناحیه درون نیمه بالایی یک قرص بیضوي. مقدار 

   

  1(
2
π

−   2 (1  3 (
2
π  4 (π  

xـ کدام تبدیل نوار محدود به 30
2
π

≤ ≤o  وy ≥ o نگارد؟   را به درون قرص واحد می  

  1 (sin z iw
sin z i

2

2
2 1
2 1

+ +
=

− +
  2(sin z iw

sin z i

2

2
2 1
2 1

− +
=

+ +
   3 (sin z iw

sin z i

2

2
2 1
2 1

− +
=

− −
  4 (cos z iw

cos z i

2

2
2 1
2 1

+ −
=

− +
  

z1ي ـ تصویر ناحیه31 2
2

< wتحت نگاشت> z2= ي:   عبارتست از ناحیه  

  1(w1 2
4

< <   2 (arg w
4 4
π π

− < <  3(w1 2
2

< <   4 (arg w
2
π

< < π  

izwـ نگاشت32
z i
2 1

2
−

=
+

  دارد؟   چه نقاطی را ثابت نگه می 

  1 (z i1= − +  2(z i1= −   3(z i1= +   4 (z i= m  

rـ ناحیه قطاعی33 ≤ و 2
6 6
π π

− ≤ θ wرا با نگاشت Zي  از صفحه ≥ z2= کنیم مساحت شکل حاصل  تبدیل می

  برابر است با:   Wي  از تبدیل در صفحه

  1( 4
3
π  2 (8

3
π  3 (16

3
π  4 (32

3
π  

xـ تصویر خط34
6
π

wتحت نگاشت= sin z=کدام است؟  

  ) هذلولی4  ) دایره3  ) بیضی2  ) خط1  

Kـ تحت نگاشت35
kw z

z
1

= zي  دایره + d=    شـود؟ (  به چه شـکلی تبـدیل مـیk    عـدد طبیعـی وd 1> (  

  

wهاي ) یک هذلولی با کانون1   2= kهاي ) یک هذلولی با کانون2  ± kw , w2 2= − =  

wهاي ) یک بیضی با کانون3   2= kهاي  ) یک بیضی با کانون4   ± kw , w2 2= − =  
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zـ تحت تبدیل36 iw
z

2 2
3
+

  مانند؟   چه نقاطی ثابت می =

  1(( i)1 1
2

± −   2(( i)1 1
2

± +   3(( i)2 1± −   4 (( i)2 1
2

± +  

wـ تحت نگاشت37 f (z)
z
1

= yتصویر خط = x2 3 1+ − = o   :عبارت است از  

  گذرد اي که از مبدا می ) دایره2  اي که مبدا خارج از آن قرار دارد ) دایره1  

  هیچکدام )4  اي که مبدا درون آن قرار دارد ) دایره3  

azwتبدیل aـ به ازاي کدام ثابت 38 T(z)
z a

1−
= =

+
  یک تبدیل خطی کسري است؟   

  اند؟  در این صورت نقطه (یا نقاط) ثابت تبدیل معکوس کدام

  1 (z i , a i= ± ≠ ±o  2 (z , a i1= ± ≠ ±o  3 (z i , a i= ± = ±o  4 (a i≠   و نقطه ثابت ندارد ±

)هاي زیر نوار ـ کدام یک از تبدیل39 x , y )
2
π

−∞ < < ∞ ≤ ≤o نگارد؟   را به درون قرص واحد می  

  1 (
z

z
e i
e i

−
+

  2(
z

z
e i
e i

2
2

+
−

   3(
z

z
e i
e i

2

2
2
2

+ −
+ +

   4(
z

z
e i
e i

2

2
2
2

− +
+ +

   

xي  هاي زیر ناحیه م یک از نگاشتـ کدا40 , y
2
π < < < ∞ 

 
o و مرکـز   2ي بـه شـعاع    را بر داخل دایـرهi2 + 

  کند؟   تصویر می

  1 (sin z i i
sin z i

2 2−
+ +

+
  2(sin z i i

sin z i
2 2 2−

+ +
+

   3 (Lnz i i
Lnz i

2 2 2−
+ +

+
  4(Lnz i i

Lnz i
2 2−

+ +
+

   

zـ تصویر دایره 41 i 1− iwتحت نگاشت = u iv
z

= +   کدام است؟   =

  1(v 1
2

=   2(u 1
2

=   3(u 1
2

= −   4(v 1
2

= −   

i(zـ تبدیل42 i)w
z i

−
=

+
  نگارد؟   ها می wها را به کدام ناحیه در صفحه  Zي  نیم صفحه بالایی در صفحه 

  ي راست صفحه ) نیم4  ي پایینی صفحه ) نیم3  ي بالایی ) نیم صفحه2  ) درون دایره یکه 1  
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}ي ـ تصـویر ناحیـه  43 }z c : z , Im z1 1∈ − < > o   تحـت تبـدیلzw
z 2

=
−

  زیـر اسـت؟   کـدام یـک از نـواحی     

  

  ) ربع چهارم4  ) ربع سوم3  ) ربع دوم2  ) ربع اول 1  

wـ نگاشت44 (z )
z

1 1
2

= z، دایره+   نگارد؟   هاي زیر می را بر کدام یک از منحنی =2

1اي به شعاع ) دایره1  
2

  

  یست.) یک بیضی که قطر آن موازي محورها ن2  

  ) یک بیضی که قطر کوچک آن موازي محور حقیقی است.3  

  ) یک بیضی که قطر بزرگ آن موازي محور حقیقی است.4  

wـ نگاشت45 cos z= πنیم نوار ،y , x 1≥ ≤ ≤o o ي  از صفحهz    ي  صـفحه از اي  را بـه چـه ناحیـهw   تبـدیل

  کند؟   می

  1 (y ≤ o  2 (x ≤ o  3 (y ≥ o  4 (x ≥ o  

ــره 46 ــویر دای ــ تص xاي  ـ y ax2 2+ − = o )a ≠ o  ــدیل ــت تب ــت) تح wثاب
z
1

ــفحه  = z(از ص x iy= ــه  + ب

wصفحه u iv=   )، کدام است؟  +

  1 (u v au2 2+ − = o  2 (u
a
1

=  3 (v a=  4 (u v av2 2+ + = o  

xyـ خط47
2

z ،(zي مختلط  از صفحه= x iy)= wتحت نگاشـت  +
z
1

، Wي ، بـه کـدام منحنـی در صـفحه    =

(w u iv)=   شود؟  تبدیل می+

  1 (v u2= −  2(v u1
2

=   3(v u2=   4(v u1
2

= −   

zـ تحت تبدیل 48 iw f (z)
z

2 2
3
+

=   مانند؟   چه نقاطی ثابت می =

  1(( i) , ( i)2 21 1
2 2

+ − −    2 (( i) , ( i)2 21 1
2 2

− − +  

  3(( i) , ( i)2 21 1
2 2

+ − +    4 (( i) , ( i)2 21 1
2 2

− − −  
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yها بیانگر نگاشت خطوط موازي  ـ کدام خانواده از دایره49 x c= wها) تحت تابعz(در صفحه+
z
1

  هستند؟   =

  1 (c(u v ) u v c2 2 2+ + + =    2 (u v c(u v) c2 2 2+ + + =  

  3(c(u v ) u v2 2+ + + = o     4هیچکدام (  

zي ـ تصویر ناحیه50 1 1− wتوسط نگاشت >
z
1

  عبارتست از:   =

  1 (w 1 1− ≤  2(v 1
2

>   3 (u v2 2 1+ ≤  4 (u 1
2

≥  

xخط ـ51 a=،a
2
π

< <o   ثابـت و خـطx
2
π

Wتوسـط تبـدیل   xyدر صـفحه   = sin z=   شـوند   نگاشـته مـی

w)به u iv)= +    

  1 (u v( ) ( )
sin a cosa

2 2 1− v، و خط= = o  در صفحهw  

  2 (u v( ) ( )
cosh a sinh a

2 2 1− vخط و نیم= = o ،u   wدر صفحه ≤1

  3 (u v( ) ( )
sin a cosa

2 2 1+ vخط ، و نیم= = o ،u   wدر صفحه  ≤1

u) شاخه راست هذلولی4   v( ) ( )
sin a cosa

2 2 1− vخط  و نیم = = o،u  wدر صفحه  ≤1

zwـ نگاشت52
z

1
2

−
=

−
zنقاط واقع بر منحنی  1 3+   نگارد؟   را بر کدام منحنی می =

  گذرد ) خطی که از مبدا مختصات می2  اي که مرکز آن مبدا مختصات است ) دایره1  

  ) خطی موازي محور مختلط4  گذرد اي که از مبدا مختصات می ) دایره3  

zـ کدام تبدیل، دیسک53 uرا روي ناحیه >2 v+ < o کند؟ تصویر می  

  1(i z iw e
z i

π
− −

=
+

4 2
2

  2(i z iw e
z i

4 2
2

π
+

=
−

   3(i z iw e
z i

4 2
2

π
− +

=
−

   4 (i z iw e
z i

4 2
2

π
−

=
+

  

Im(z)ـ ناحیه54 w)تحت نگاشت وارونی  Zاز صفحه  ≥1 )
z
1

  شود؟  اي تبدیل می به چه ناحیه Wدر صفحه  =

  1(w 1 1
2 2

− ≥   2(iw 1
2 2

− ≥   3(w 1 1
2 2

+ ≥   4 (iw 1
2 2

+ ≥  

  

  

http://www.SANJESH.IR


 ات مهندسیریاضی
 

WWW.SANJESH.IR    
  

«180» 

xـ تصویر خط55
4
π

= w، تحت نگاشتZدر صفحه − u iv sin z= +   کدام است؟   =

u) قسمتی از هذلولی 1   v2 2 1
2

−   که در ربع دوم قرار دارد=

u) شاخه سمت راست هذلولی2   v2 2 1
2

− =  

u) قسمتی از هذلولی 3   v2 2 1
2

−   چهارم قرار دارد که در ربع=

u) شاخه سمت چپ هذلولی 4   v2 2 1
2

− =  

wـ تابع56 z2= ناحیه مثلثی بین خطوطy , y x1= =   کند؟   را به کدام ناحیه تبدیل می ±

  1 (    2 (    

  3 (  4 (  

fـ فرض کنید57 (z) (z )
z

1 1
2

= هـاي   گذرد به کدام یک از شکل خطوطی را که از مبدا می fرت تابع در اینصو +

  کند؟   زیر تصویر می

    ) دایره2  ) خط یا دایره1  

  ) هذلولی یا جزئی از یک خط4  ) خط3  
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   ) پاسخ تست2-11

  4گزینه  )1

i) تبدیل37براساس نکته ( z z
w e

z z
θ −

=
−

o

o
Im(zاگر  ) >o o کنـد   ي فوقانی را به داخل دایره واحد تصویر می فحهص باشد، نیم

zبنابراین با انتخاب i ,= θ =o o4:  

z iw
z i

4
4

−
=

+
 

  4) گزینه 2

w ln z ln r i= = + θ  

Re(z) Im(w)
2 2 2 2
π π π π

> ⇒ − < θ < ⇒ − < <o  

  3) گزینه 3

i iarg(z)i e , z z e41 2
π

+ = =  

i(arg(z) )
w z e 42

π
+

=  

  2) گزینه 4
i iz re w z r e w r ,arg(w)2 2 2 2 2θ θ= ⇒ = = ⇒ = = θ  

ناحیه موردنظر: iz re , r ,1
2

θ π = ≤ ≤ θ ≤ 
 

o  

}تصویر: }w , w , arg(w)1≤ ≤ ≤ πo  

  .ي فوقانی دایره واحد است دایره تصویر، نیم

  1) گزینه 5

w w z zw w z z
w w w w z z z z

2 3 2 31 1

3 2 1 3 2 1

− −− −
=

− − − −
 

w w w z i iw .
w w w i z i i

− − + − −
= ∞ ⇒ = ⇒ =

− − − − − +
o2 3

2
2 1

1 11
2 1 1

 

( i)(z ) zw w
( i)z i z i

2 1 1
2 1 2

+ + +
= ⇒ =

+ + − −
 

  3گزینه ) 6

http://www.SANJESH.IR


 ات مهندسیریاضی
 

WWW.SANJESH.IR    
  

«182» 

مقدار اصلی iiz re w r e : z
1

3 3 3
θ

θ= ⇒ =  

arg(w)
3
π

≤ θ ≤ π ⇒ ≤ ≤o o  

  2) گزینه 7

zww z u iv , w e e1 2
1 1 12

π
π

= = + = =  

Im(z) , Re(z) u , V< < − ∞ < < ∞ ⇒ −∞ < < ∞ < < πo o1 12  

wwتصویر نوار فوق توسط تابع نمایی  e 1=:  

e w e , arg(w) w , arg(w)−∞ ∞< < < < π ⇒ < < ∞ < < πo o o  

Im(w)یعنی wي  ي فوقانی صفحه فحهص بنابراین تصویر نهایی، نیم > o باشد. می 

  2) گزینه 8

yنوار  , x
2 2
π π

≥ − ≤ ≤oي فوقانی نوار اصلی ، نیمهw sin z= ي فوقانی (رفع اول و دوم) تصویر  باشد که به نیم صفحه می

  گردد. می

  2 ) گزینه9

w z x y ixy2 2 21 1 2= + = + − +  

x w y iy21 2 2= ⇒ = − +  

u y

v vv y y u v ( u)

2

2 2
2 2

2

2 2 4 2
4 4

 = −



= ⇒ = ⇒ = − ⇒ = −


 

  3) گزینه 10

zاگر مرکز دایره را    ي موردنظر به صورت زیر است: فرض کنیم، ناحیه =1

z , Im(z)1 1− < > o  

w z w w
z w w
1 1 1 1 1 1= ⇒ = ⇒ − < ⇒ − <  

u iv u iv ( u) v u v u2 2 2 2 11 1
2

− − < + ⇒ − + < + ⇒ >  

u iv vz x iy y
w u iv u v u v

−
= ⇒ + = = ⇒ = −

+ + +2 2 2 2
1 1  

y v> ⇒ <o o  
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vي  تصوي ناحیه ,u 1
2

< >o باشد. می  

  2) گزینه 11

 
w z x y ixy u x y , v xy2 2 2 2 22 2= = − + ⇒ = − =  

y x , x u , v x u , v21 2 2= ≤ ≤ ⇒ = = ⇒ = ≤ ≤o o o o  

y x , x u , v x u , v21 2 2= − ≤ ≤ ⇒ = = − ⇒ = − ≤ ≤o o o o  

uط خ خط فوق پاره بنابراین تصویر دو پاره , v2 2= − ≤ ≤o باشد. واقع بر محور موهومی می  

x , y u y , v y21 1 1 1 2= − ≤ ≤ ⇒ = − =  

v vv y , y u , v
2

2 1 2 2
2 4

= ⇒ = ⇒ = − − ≤ ≤  

 
  2) گزینه 12

a(xتصویر y ) bx cy d2 2+ + + + = o  تحتw
z
1

= ،d(u v ) bu cv a2 2+ + − + = o باشد. می  

y y (u v ) v u v v2 2 2 21 1= ⇒ − = ⇒ − + − = ⇒ + + =o o o  

u (v )2 21 1
2 4

+ + =  

)دایره به مرکز  , )1
2

−o 1و شعاع
2
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y y (u v ) v u v v= ⇒ − = ⇒ − + − = ⇒ + + =o o o2 2 2 2 12 2 2
2

 

دایره به مرکز ( , )1
4

−o و شعاع  1
4

 : u (v )2 21 1
4 16

+ + =  

y1ي بنابراین ناحیه 2≤   گردد. ي فوق تصویر می به سطح بین دو دایره ≥

  4) گزینه 13

iنگاشت z z
w e

z z
θ −

=
−

o

o
Im(zبا فرض   ) <o oکند. ي تحتانی را به داخل دایره واحد تصویر می صفحه ، نیم  

i z iz i , Im( i) w e
z i

θ +
= − − < ⇒ =

−o o  

  1) گزینه 14

zw Ln w , w u iv
z1 1 1 1

1
1

−
= = + =

+
 

w u iv u v ivzw z x iy
z w u iv ( u ) v

2 2
1 1 1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1 1

1 1 1 21
1 1 1 1

+ + + − − +−
= ⇒ = = = = +

+ − − − − +
 

v
y , y v arg(w ) , w

( u ) v
1

1 1 12 2
1 1

2
1

= > ⇒ > ⇒ < < π < < ∞
− +

o o o o  

w Lnw Ln w i arg(w ) u Ln w , v arg(w )1 1 1 1 1= = + ⇒ = =  

w u
arg(w ) v

1

1

< < ∞ ⇒ −∞ < < ∞

< < π ⇒ < < π

o
o o

 

>vبنابراین تصویر نهایی نوار افقی < πo ي  در صفحهw باشد. می  

  1) گزینه 15

x)، نوار عمودي41( براساس نکته
4 4
π π

− < wتحت  > tan z=به داخل دایره واحد ،( w   شود. تصویر می >1(

  4) گزینه 16

iz i i w i u ivw z
z i w i u iv1

− + − − −
= ⇒ = =

+ + + +
 

( u i( v))(u i( v)) u vz Re(z)
u ( v) u ( v)

2 2

2 2 2 2
1 1 1

1 1
− + − − + − −

= ⇒ =
+ + + +

 

Re(z) u v u v w2 2 2 21 1 1> ⇒ − − > ⇒ + < ⇒ <o o  

  2) گزینه 17
x iy i xw e .e , w re r e , yθ= = ⇒ = θ =  
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x e r e21 2≤ ≤ ⇒ ≤ ≤  

y
2 2
π π

≤ ≤ π ⇒ ≤ θ ≤ π  

ireبنابراین تصویر به صورت , e r e ,2

2
θ π ≤ ≤ ≤ θ ≤ π 

 
  باشد. می 

  2) گزینه 18

i iz , z i w w
w w

1 1 1 1− < = ⇒ − < ⇒ − <  

i u iv u iv u ( v) u v v2 2 2 2 11
2

− − < + ⇒ + − < + ⇒ >  

i iz i , z i w w
w w

1 1 1− < = ⇒ − < ⇒ − <  

u iv u iv ( u) v u v u− − < + ⇒ − + < + ⇒ >2 2 2 2 11 1
2

 

  1) گزینه 19

w ( i) cos z ( i)sin( z )1 1
2
π

= + π = − + π −  

               
vبنابراین تصویر نهایی u≤  یاu v− ≥ o باشد. می   

  4) گزینه 20

w cos z sin( z) sin(z )
2 2
π π

= − = − − = −  

    
  4) گزینه 21

i)؛ نگاشت 38براساس نکته ( z z
w e , z

z z
1

1
θ −

= <
−

o
o

o
  کند. ، ناحیه درون دایره واحد را به درون دایره واحد تصویر می

z
2
π

π −
→

sin z−→
( i)z1+→

sin z→
z

2
π

−
→
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i iz z z z
K k e w k e

z z z z
1

1 1
θ θ− −

= ⇒ = ⇒ = =
− −

o o

o o
 

  3) گزینه 22

R)ي  تصویر دایره ) z R1≠ wتحت نگاشت  = z
z
1

=   باشد. ي زیر می بیضی با معادله +

u v

(R ) (R )
R R

2 2

2 2
1

1 1
+ =

+ −
 

  2) گزینه 23

w w z zw w z z
. .

w w w w z z z z
2 3 2 31 1

3 2 1 3 2 1

− −− −
=

− − − −
 

i
z z w z iz w

iz z w z i
2 3

3
3

1
1 21

1 11
2

−
−− − − −

= ∞ ⇒ = ⇒ = ⇒ =
−− − − −−

o o
o o

 

  2) گزینه 24

a(xتصویر y ) bx cy d2 2+ + + + = o  توسطw
z
1

=،d(u v ) bu cv a2 2+ + − + = o باشد. می  

(x ) (y ) x y x y u v

u v

2 2 2 21 1 2 2 2 2 2 1
1
2

+ + − = ⇒ + + − = ⇒ + + =

+ + =

o o

o
 

  1) گزینه 25

z w ww z z
z w w

1 2 1 3 21
2 1 1

− − −
= ⇒ = ⇒ + =

− − −
 

w
z u iv u iv

w
3 2

1 3 3 3 3 2 3 1
1

−
+ = ⇒ = ⇒ + − = + −

−
 

( u ) v (u ) v u (u ) u2 2 2 2 53 2 9 9 1 9 3 2 3 1
6

− + = − + ⇒ − = ± − ⇒ =  

uخط 5
6

  باشد. موازي محور مختلط می =

  2) گزینه 26
z x iy xw e e e w e , arg(w) y= = ⇒ = =  

Re(z) e w e w 1−∞≤ ⇒ < ≤ ⇒ < ≤oo o  

Im z y arg(w)
2 2 2
π π π

≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤o o o  
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ربع اول داخل دایره واحد w : w , arg(w)1
2
π ≤ ≤ ≤ = 

 
o  

  3) گزینه 27

w cosh z cos(iz) cos(ix y) cosh x cos y i sinh x sin y= = = − = +  

u cosh x cos y
v sinh x sin y

=


=
 

u cosh x u vy
( ) ( )v sinh x

2 2

2 2

2
2 1

4 2 22
2 22


=π = ⇒ ⇒ − =

 =

 

u v2 2 1
2

− =  

  4) گزینه 28

u vw x , y
z u v u v2 2 2 2
1

= → = = −
+ +

 

v u uy x v v(u v ) u
u v (u v ) u v

2 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2= ⇒ − = ⇒ − = ⇒ + = −
+ + +

 

  3) گزینه 29

wنوار اصلی نگاشت sin z= ،x
2 2
π π

− ≤ گـردد   ي بیضی تصـویر مـی   خط افقی این نوار به یک نیمه باشد که هر پاره می ≥

aبنابراین باید
2
π

  باشد. =

  2) گزینه 30

w i
w sin z , w w , w

w i
2 2

1 2 1
2

2 1
2 1

− +
= = =

+ +
 

wنگاشت sin z1 x، نوار=
2
π

≤ ≤o  وy ≥ o کند و تبـدیل  را به ربع اول تبدیل میw w2
2 ي  صـفحه  ربـع اول را بـه نـیم    =1

  کند. فوقانی تصویر می

w ( i ) w z
w , Im(z )

w ( i ) w z
− − −

= = = >
− − − −

o
o

o
o2 2

2 2

2 1
2

2 1
 

  کند. ي واحد تصویر می ي فوقانی را به داخل دایره صفحه بنابراین نگاشت فوق، نیم

  1) گزینه 31

w z w z 22= ⇒ =  
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z w1 12 2
2 4

< < ⇒ < <  

  4) گزینه 32

izz z iz iz z z i
z i

−
= ⇒ + = − ⇒ = − ⇒ = ±

+
2 22 1 2 2 1 1

2
 

  3) گزینه 33
i iw z , z re , w Re2 θ φ= = =  

R r ,2 2= φ = θ  

r R ,2 4
6 6 3 3
π π π π

≤ ⇒ ≤ − ≤ θ ≤ ⇒ − ≤ φ ≤  

S ( )2

2
163 4

2 3

π
π

= π =
π

 

  4) گزینه 34

wتصویر خطوط قائم تحت نگاشت  sin z=باشد. ک شاخه از هذلولی می، ی  

  3) گزینه 35
iz re , w u ivθ= = +  

k k
k kw z r (cos k isin k ) (cos k i sin k )

z r
1 1

= + = θ + θ + θ − θ  

k
k

k
k

u (r )cos k
r

v (r ) sin k
r

 = + θ

 = − θ


1

1
 

k
k

k
k

u (d ) cos k
dz d r d

v (d )sin k
d

1

1

 = + θ= ⇒ = ⇒ 
 = − θ


 

k k
k kk k

k k

u v , a (d ) , b (d )
d d(d ) (d )

d d

2 2
2 2 2 2

2 2

1 11
1 1

+ = = + = −
+ −

 

هاي بیضی: کانون c a b ( , )( , )2 2 2 4 2 2= − = ⇒ −o o  

wهاي تصویر یک بیضی با کانون 2=   باشد. می ±

  4) گزینه 36
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iz iz z z i z i e
z

2
2 2 2 22 3 2

3

π
+

= ⇒ = + ⇒ = =  

i( k )
z e , k ,4 1

π
+ π

= = o  

i
z e i ( i)4 2 2 2 1

2 2 2

π

= = + = +  

i
z e i ( i)

5
4 2 2 2 1

2 2 2

π

= = − − = − +  

  2) گزینه 37

wگذرد، توسط تصویر خطی که از مبدا نمی
z
1

  ذرد.گ اي است که از مبدا می ، دایره=

  1) گزینه 38

az bw , ad bc , c
cz d

+
= − ≠ ≠

+
o o  

azw a a i
z a

21 1−
= ⇒ + ≠ ⇒ ≠ ±

+
o  

  نقاط ثابت تبدیل معکوس با نقاط ثابت تابع یکسان است.

azz z az az z z i
z a

−
= ⇒ + = − ⇒ = − ⇒ = ±

+
2 21 1 1  

  3) گزینه 39

  کنیم. ي فوقانی تبدیل می صفحه ابتدا نوار موردنظر را به نیم

wتبــدیل z1 uنــوار را بــه نــوار افقــی، =2 , v1 1−∞ < < ∞ < < πo کنــد ســپس نگاشــت تبــدیل مــیww e 1
2 آن را بــه  =

arg(w ) , w2 2< < π < < ∞o o نماید. فوقانی تبدیل می  صفحه یعنی به نیم  

iي فوقانی به درون قرص واحد از نگاشت صفحه براي تبدیل نیم w z
w e

w z
2

2

θ −
=

−
o

o
Im(zبا فرض   ) >o o کنـیم در   استفاده می

z، 3گزینه i , Im(z ) ,2= − + > θ =o o o o باشد که تبدیل موردنظر است. می  

  2) گزینه 40

  کنیم که ناحیه موجود را به داخل دایره واحد تبدیل کند.  ابتدا نگاشتی را تعیین می

ــت wنگاشـــ sin z1 ــ= ــه موجـــ ــیم، ناحیـــ ــه نـــ ــفحه ود را بـــ ــی  صـــ ــدیل مـــ ــانی تبـــ ــد و  ي فوقـــ نمایـــ

wنگاشت i w z
w

w i w z
1 1

2
1 1

− −
= =

+ −
o

o
،(Im(z ) )z i1> =o oکند. براي اینکـه   ي فوقانی را به داخل دایره واحد تصویر می صفحه ، نیم
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i2ي  شعاع دایره دو برابر شود و مرکز آن به نقطه   کنیم: صورت زیر عمل می منتقل گردد به +

(sin z i)w w i i
sin z i2

22 2 2−
= + + = + +

+
 

  2) گزینه 41

i iw z
z w

= ⇒ =  

i wz i i w w
w w

11 1 1 1−
− = ⇒ − = ⇒ = ⇒ − =  

u iv u iv ( u) v u v u2 2 2 2 11 1
2

− − = + ⇒ − + = + ⇒ =  

  1) گزینه 42

i z zz iw i e , , z i, Im(z )
z i z z

1
2

θ −− π
= = θ = = >

+ −
o

o o
o

 

  کند. ي واحد تصویر می ي بالایی را به داخل دایره صفحه این نگاشت نیم

  3گزینه  )43

z w u ivw z
z w u iv

2 2 2
2 1 1

+
= ⇒ = =

− − − +
 

( u iv)(u iv) vz Im(z)
(u ) v (u ) v
+ − − −

= ⇒ =
− + − +2 2 2 2

2 2 1 2
1 1

 

Im(z) v> ⇒ <o o  

w wz z
w w
2 11

1 1
+

= ⇒ − =
− −

 

z w w u iv u iv1 1 1 1 1 1− < ⇒ + < − ⇒ + + < + −  

(u ) v (u ) v u u u2 2 2 21 1 2 2+ + < − + ⇒ < − ⇒ < o  

vتصویر ,u< <o o باشد. یعنی ربع سوم مختصات می  

  4) گزینه 44

wنگاشت z
z1
1

= z، دایره+ wکند بنابراین را به یک بیضی افقی تبدیل می =2 w (z )
z1

1 1 1
2 2

= = zنیز دایره  + را به  =2

  نماید. یک بیضی افقی تبدیل می

  1) گزینه 45

w cos z sin( z )
2
π

= π = − π −  
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w z u iv , w sin w1 1 1 12
π

= π − = + = −  

}نوار  نیم }y , x 1≥ ≤ ≤o o  توسطw z1 2
π

= π vبه  − , u1 12 2
π π ≥ − ≤ ≤ 

 
o شـود. ایـن نـوار توسـط      تبدیل میsin w1   بـه

wي فوقانی و توسط صفحه نیم sin w1= Im(w))گردد تصویر می wي  ي تحتانی صفحه صفحه به نیم − )≤ o  

  2) گزینه 46

w
za(x y ) bx cy d d(u v ) bu cv a
1

2 2 2 2=
+ + + + = → + + − + =o o  

x y ax au u
a

2 2 11+ − = ⇒ − + = ⇒ =o o  

  4) گزینه 47

w
za(x y )bx cy d d(u v ) bu cv a
1

2 2 2 2=
+ + + = → + + − + =o o  

x uy x y u v v= ⇒ − = ⇒ + = ⇒ = −o o2 2
2 2

 

  1) گزینه 48

  باشد. ) می36این تست مشابه تست (

  3ه ) گزین49

w
za(x y ) bx cy d d(u v ) bu cv a
1

2 2 2 2=
+ + + + = → + + − + =o o  

y x c x y c c(u v ) u v2 2= + ⇒ − + = ⇒ + + + =o o  

  4) گزینه 50

z w w
w
11 1 1 1 1− < ⇒ − < ⇒ − <  

u iv u iv ( u) v u v u2 2 2 2 11 1
2

− − < + ⇒ − + < + ⇒ >  

  4) گزینه 51

wبراساس توضیحات بخش نگاشت sin z= باشد.  صحیح می 4، گزینه  

  4) گزینه 52

  اشد.ب ) می25این تست، مشابه تست (

  4) گزینه 53
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zها ابتدا یکی از دو نگاشت براساس گزینه i
z i

2
2

−
+

zیا  i
z i

2
2

+
−

  کنیم. را بررسی می 

wz iw z i , w u iv
z i w

1
1 1 1 1

1

12 2
2 1

+−
= ⇒ = − = +

+ −
 

w
z u iv u iv

w
+

< ⇒ < ⇒ + + < + −
−

1
1 1 1 1

1

1
2 1 1 1

1
 

ي چپ محور موهومی صفحه نیم (u ) v (u ) v u2 2 2 2
1 1 1 1 11 1+ + < − + ⇒ < ⇒o  

iشتبنابراین توسط نگا z iw e
z i

4 2
2

π
−

=
+

v، تصویر نهایی به صورت  u< vیا  − u+ < o باشد. می   

  
  4) گزینه 54

u ivw z x iy
z u iv u v2 2
1 1 −

= ⇒ = + = =
+ +

 

ux
u v

vy
u v

2 2

2 2

 = +
 − =
 +

 

vIm(z) u v v
u v

≤ ⇒ − ≤ ⇒ + + ≥
+

o2 2
2 21 1  

iu (v ) u i(v ) w2 21 1 1 1 1
2 4 2 2 2 2

+ + ≥ ⇒ + + ≥ ⇒ + ≥  

  4نه ) گزی55

w sin z sin(x iy) sin x cosh y i cos x sinh y= = + = +  

u cosh y,u
x

v sinh y

2
2

4 2
2


= − <π = − ⇒ 

 =

o
 

u v u v , u
( ) ( )

2 2
2 2

2 2

11
22 2

2 2

− = ⇒ − = <
−

o  

uشاخه سمت چپ هذلولی v2 2 1
2

−   ، تصویر نهایی است.=

i
w e w4 1

π

=→

http://www.SANJESH.IR


 ریاضیات مهندسی
WWW.SANJESH.IR     »193« 

  

جج  

  4) گزینه 56

z x iy , w u iv= + = +  

 
w z (x iy) x y ixy u x y , v xy2 2 2 2 2 22 2= = + = − + ⇒ = − =  

y x, x u , v x u , v

y x, x u , v x u , v

2

2

1 2 2

1 2 2

= ≤ ≤ ⇒ = = ⇒ = ≤ ≤

= − − ≤ ≤ ⇒ = = − ⇒ = − ≤ ≤

o o o o

o o o o
 

vخط خط فوق، پاره این تصویر دو پارهبنابر ,u2 2− ≤ ≤ = o ي  روي محور مختلط صفحهW باشد. می  

y , x u x , v x , v21 1 1 1 2 2 2= − ≤ ≤ ⇒ = − = − ≤ ≤  

v vv x x u , v
2

2 1 2 2
2 4

= ⇒ = ⇒ = − − ≤ ≤  

 
  4) گزینه 57

θي  گذرد داراي معادله خطی که از مبدا می = θo باشد. می  

i iZ re , e , w u iv
z r

θ − θ= = = +o o1 1  

i iu iv (re e )
r

1 1
2

θ − θ+ = +o o  

uru cos (r ) r cosr
vv sin (r ) rr r sin

2
2

2 2

2
2

2 2

1 41 1 2
2
1 1 1 4 22

 + = −= θ + θ ⇒ 
 = θ − + = +  θ

o
o

o
o

 

cosاگر  , sinθ ≠ θ ≠o oo o :آنگاه  
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  هذلولی:

u v u v
cos sin cos sin

− = + ⇒ − =
θ θ θ θo o o o

2 2 2 2

2 2 2 2
4 42 2 1 

sinاگــر  θ =o o  ــاه تصــویر، قســمتی از محــور حقیقــی v)آنگ )= o  ــر cosθو اگ =o o   آنگــاه تصــویر، قســمتی از محــور

u)موهومی )= o باشد. می  

  بنابراین تصویر نهایی، یک هذلولی و یا جزئی از یک خط خواهد بود.
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  هاي مختلط ها و سري دنباله فصل سوم:

  هاي عددي ها و سري ) دنباله3-1

}هاي حقیقی دنباله } { }n na , b مفروض هستند در اینصورت{ }n n nc a ib , n N= +   نامیم. ي مختط می یک دنباله را ∋

nاگر 
n

lim c c
→∞

= o ي باشد در اینصورت دنباله{ }nc  را همگرا بهco ي نامیم و اگر دنباله می{ }nc داراي حد نباشد آن را واگرا

  گوئیم. می

}ي مختلط دنباله }n n nc a ib= cبه مقدار + a ib= +o o o هاي  هباشد اگر و تنها اگر دنبال همگرا می{ } { }n nb , a   به ترتیب بـه

b ,ao o ي  همگرا باشند. بنابراین اگر حداقل یکی از این دو دنباله واگرا باشند آنگاه دنباله{ }nc .واگرا خواهد بود  

z: دنباله همگراي1مثال  , z ,1 2 K آن را که درnz ( ) i( )
n n
3 41 2= − + حـد دنبالـه    cگیریم. اگـر   است، در نظر می +

nzکه خارجدنباله باشد، تعداد جملات  c /0 01−   باشند، کدام است؟   می >

  1 (401  2 (501  3 (400  4 (500  

  4پاسخ: گزینه 

nn n n
lim z lim ( ) i lim ( ) i c i

n n
3 41 2 1 2 1 2

→∞ →∞ →∞
= − + + = + ⇒ = +  

nz c i
n n
3 4

− = − +  

nz c / i / /
n n n n

− ≥ ⇒ − + ≥ ⇒ + ≥2 2
3 4 9 160 01 0 01 0 01  

/جمله 500 n
n
5 0 01 500≥ ⇒ ≤ ⇒  

  سري عددي مختلط:

}ي مختلط براي دنباله }ncي ، دنباله
n

n K
k

S c
1=

  = 
  

nنـامیم و  ي حاصل جمـع جزئـی مـی    را دنباله ∑
n

c
1

∞

=
سـري عـددي   را  ∑

nلط گوییم. سري مخت مختلط می
n

c
1

∞

=
nنامیم اگر  همگرا می soبه مقدار را  ∑

n
limS S

→∞
= o  باشد و اگرn

n
limS

→∞
موجود نباشد،  

nسري
n

c
1

∞

=
  گوئیم. را واگرا می ∑

nسري n n
n n

c (a ib )
1 1

∞ ∞

= =
= +∑ nهـاي   باشد، اگر و تنها اگـر سـري   همگرا می Soار مختلطبه مقد∑ n

n n
b , a

1 1

∞ ∞

= =
∑ بـه ترتیـب بـه     ∑

Im(Sمقادیر ), Re(S )o o .همگرا باشند  
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  همگرایی مطلق و مشروط:

nاگر سري
n

c
1

∞

=
n، همگرا باشد در این صورت سري∑

n
c

1

∞

=
nنیز همگرا خواهد بود و به ∑

n
c

1

∞

=
، همگراي مطلـق مـی گـوئیم.    ∑

nاگر 
n

c
1

∞

=
nهمگرا و  ∑

n
c

1

∞

=
nواگرا باشد در این صورت∑

n
c

1

∞

=
  نامیم. را همگراي مشروط (شرطی) می ∑

  : 1نکته 

nاگر سري الف) 
n

c
1

∞

=
nnهمگرا باشد آنگاه ∑

lim c
→∞

= o باشد بنابراین اگر میnn
lim c
→∞

≠ o باشد آنگاه سريn
n

c
1

∞

=
، واگرا خواهد ∑

  بود.

nnبه بیان دیگر
lim c
→∞

= oشرط لازم براي همگرایی سري ،n
n

c
1

∞

=
  باشد. می ∑

  ب) آزمون نسبت (دالامبر)

nدر سري
n

c
1

∞

=
nاگر  ∑

n
n

c
L lim

c
+

→∞

=   آنگاه 1

nسري
n

c
1

∞

=
Lهمگراي مطلق است∑ 1< ⇒  

nسري
n

c
1

∞

=
Lباشد واگرا می∑ 1> ⇒  

Lشود اي در مورد همگرایی سري گرفته نمی نتیجه 1= ⇒  

  ج) آزمون ریشه (کوشی)

nدر سري
n

c
1

∞

=
nاگر ∑

n
n

L lim c
→∞

  شود. آنگاه نتایجی مشابه آزمون دالامبر حاصل می =

nد) سري هندسی به صورت

n
c

1

∞

=
∑ )c   شـود. اگـر    یک ثابت مختلط) معرفـی مـیc باشـد آنگـاه سـري هندسـی بـه       >1

cمقدار
c−1

    

cباشد و اگر  همگرا می   آنگاه سري هندسی واگرا خواهد بود. ≤1

  ي زیر را به دست آوریم. وانیم رابطهت می cگیري از سري هندسی نسبت به  با مشتق

n

n

cnc , c
( c)2

1
1

1

∞

=
= <

−
∑  
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  هاي زیر را در صورت همگرا بودن، تعیین کنید. : مقدار سري2مثال 

n n

n n

i iS n( ) S n( )
i1 2

1 1

2 1
1 2 2

∞ ∞

= =

+
= =

+∑ ∑  

  پاسخ:
i i

i c i iS i( i) i
ii ( c) ( )

i ( i)

+ +< ⇒ = = = = + = − +
+ − −

+ +

1 2 2
2

2 2
2 1 2 1 21 2 1 2 4 2

2 11 2 1 1
1 2 1 2

  

n

n

cnc , c
( c)2

1
1

1

∞

=
= <

−
∑  

n

n

i iS n( ) ,2
1

1 1 2 1
2 2 2

∞

=

+ +
= = <∑  

i

S i
i( )

2
2

1
2 1

11
2

+

= = − +
+

−
  

  لورن هاي توانی، تیلور و مک ي ) سر3-2

nسري تابع به صورت
n

f (z)
1

∞

=
zگردد که معرفی می ∑ x iy= باشد. همگرایی سـري تـابع بـه مقـدار      یک متغیر مختلط می +

Z متغیر   وابسته است. 

nها سري را که به ازاي آن Zمختلط مجموعه نقاطی از صفحه
n

f (z)
1

∞

=
نـامیم.   شود را ناحیه همگرایی سري مـی  همگرا می ∑

  کنیم. ي همگرایی یک سري تابع معمولاً از آزمون نسبت (دالامبر) یا آزمون ریشه (کوشی) استفاده می ناحیهبراي تعیین 

nzایی سري: ناحیه همگر3مثال 

n
ne

2

1

∞
−

=
  کدام است؟   ∑

  1 (x y2 2 1− >  2 (x y>  34  ) تمام صفحه مختلط (x y<  

  2پاسخ: گزینه 

  کنیم. از آزمون دالامبر استفاده می

nz (n )z nz z
n nf (z) ne , f (z) (n )e (n )e e

2 2 2 21
1 1 1− − + − −

+= = + = +  

z y x ixy y xn n

n n

f (z) f (z)n n ne e e
f (z) n n f (z) n

2 2 2 2 221 11 1 1− − − −+ ++ + +
= = ⇒ =  

y xn
n n

f (z)
L lim e

f (z)
2 21 −+

→∞
= =  
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y xL e y x y x y x
2 2 2 2 2 21 1−< ⇒ < ⇒ − < ⇒ < ⇒ <o  

n(z: ناحیه همگرایی سري4مثال  )

n
e 1

1

∞
− +

=
  عبارتست از   ∑

  1 (x > o  2 (x 1>  3(x 2> −   4(x 1> −  

  4گزینه  :پاسخ

  کنیم: از آزمون کوشی استفاده می

n(z ) n(x iy )
nf (z) e e1 1− + − + += =  

n(x ) iny n(x )
n nf (z) e e f (z) e− + − − += ⇒ =1 1  

(x )n
n

n
L lim f (z) e 1− +

→∞

= =  

(x )L e (x ) x x11 1 1 1 1− +< ⇒ < ⇒ − + < ⇒ + > ⇒ > −o o  

  سري توانی:

nسري توانی یک سري تابع خاص به صورت 
n

n
c (z z )

∞

=
−∑ o

o
ي  یـک دنبالـه   ncیک مقدار ثابت مخـتلط و   zoباشد که  می 

  مختلط است.

  باشد. ي همگرایی سري توانی به صورت زیر می ناحیه

  آزمون نسبت (دالامبر)

n n
n nn n

f (z) c
L lim ( lim ) z z

f (z) c
+ +

→∞ →∞
= = − o

1 1  

n
n n

L z z
clim
c

+

→∞

< ⇒ − <o
1

11  

  آزمون ریشه (کوشی):  

n n
n nn n

L lim f (z) ( lim c ) z z
→∞ →∞

= = − o  

n
nn

L z z
lim c

11

→∞

< ⇒ − <o  

n: سري توانی2نکته 
n

n
c (z z )

∞

=
−∑ o

o
zدر قرص  z R− <o باشد. همگرا می  

zي  دایره z R− =o  را دایره همگرایی وR نامیم. را شعاع همگرایی سري می  
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nn

nn n n

c
lim c lim

R c
+

→∞ →∞
= = 11  

Rاگر = o ي  باشد، سري توانی فقط در نقطهZo باشد و اگر همگرا میR = باشد، سري توانی در تمـام صـفحه مخـتلط     ∞

  همگرا خواهد بود.

nشعاع همگرایی سري :5مثال 

n

( n)!z
(n!)

∞

=
∑

o
2

  برابر است با  2

  1(1
4

   2 (4  3 (2  4 (1
2

  

  1پاسخ: گزینه 

  آزمون کوشی:

n

n
n n

( n)!c
(n!)

n( )( n)! elim lim
n(n!) ( )
e

2

2

2 2

2

2
2 4

→∞ →∞

=

= =

  

R
R
1 14

4
= ⇒ =  

  ایم: ارزي زیر استفاده کرده در حد فوق از هم

an nn ann! (an)! ( )
,e e

n n

 
 
 
 → ∞ → ∞ 

: :  

n: شعاع همگرایی سري توانی6مثال  n( ) Z
n

−∑
  برابر است با   211

  1 (e 1−  2 (e  3 (o  4 (1  

  2پاسخ: گزینه 

  آزمون کوشی:

n
nc ( )

n
211= −  

nn
nn n

L lim c lim ( ) e
n

−

→∞ →∞
= = − = 111  

e R e
R

11 −= ⇒ =  

)ه همگرایی خود : هر سري توانی در ناحی3نکته  z z R , R )− < ≠o o توانیم جملـه بـه جملـه     باشد و از آن می تحلیلی می
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  مشتق یا انتگرال بگیریم.

  سري تیلور:

fاگر تابع (z)  در یک حوزهD  تحلیلی باشد وz z= o اي در  نقطهD  ي  قطهول نحباشد آنگاه یک سري توانیzo   موجـود

  دهد. این سري به صورت زیر است: را نشان می f(z)است که تابع 
(n)

n

n

f (z ) f (z )
f (z) (z z ) f (z ) f (z )(z z ) (z z )

n! !
2

2

∞

=

′′
′= − = + − + − +∑ o o

o o o o o
o

K  

fو نقاط غیرتحلیلی  Zoي  اگر کوتاهترین فاصله بین نقطه (z)  را باR    رت سـري تیلـور فـوق در    نشـان دهـیم در اینصـو

zي  ناحیه z R− <o  باشد سري تیلور در حول مبدا مختصات همگرا می(z )=o o نامیم. را سري مک لورن می  
(n)

n

n

f ( ) f ( )f (z) z f ( ) f ( )z z
n! !

∞

=

′′
′= = + + +∑

o

o oo o K2

2
  

  باشد. : سري مک لورن برخی از توابع به صورت زیر می4نکته 
n

z

n

z ze z , R
n! !

2
1

2

∞

=
= = + + + = ∞∑

o
K  

n
n

n

z z zsin z ( ) z , R
( n )! ! !

+∞

=
= − = − + − = ∞

+∑
o

K
2 1 3 5

1
2 1 3 5

  

n
n

n

z z zcos z ( ) , R
( n)! ! !

2 2 4
1 1

2 2 4

∞

=
= − = − + − = ∞∑

o
K  

n

n

z z zsinh z z , R
( n )! ! !

+∞

=
= = + + + = ∞

+∑
o

K
2 1 3 5

2 1 3 5
  

n

n

z z zcosh z , R
( n)! ! !

2 2 4
1

2 2 4

∞

=
= = + + + = ∞∑

o
K  

ztan z z z , R
3

52
3 15 2

π
= + + + =K  

n

n
z z z , R

z
21 1 1

1

∞

=
= = + + + =

− ∑
o

K  

n n

n
( ) z z z z , R

z
2 31 1 1 1

1

∞

=
= − = − + − + =

+ ∑
o

K  

n n

n
( ) z z z z , R

z
2 2 4 6

2
1 1 1 1

1

∞

=
= − = − + − + =

+
∑

o
K  

n
n

n

z z z ztan z ( ) z , R
n

+∞
−

=
= − = − + − + =

+∑
o

K
2 1 3 5 7

1 1 1
2 1 3 5 7
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n

n

n

z z z zln( z) ( ) z , R
n

1 2 3 4
1 1 1

1 2 3 4

+∞

=
+ = − = − + − + =

+∑
o

K  

n

n

z z z zln( z) z , R
n

1 2 3 4
1 1

1 2 3 4

+∞

=
− = − = − − − − − =

+∑
o

K  

2n 1 3 5

n

1 z z z zln( ) 2 2(z ) , R 1
1 z 2n 1 3 5

+∞

=

+
= = + + + =

− +∑
o

K  

P n

n

P P P(P )(P ) (P n )( z) z , ,P R
n n n!

1 2 11
∞

=

    − − − +
+ = = ∈   

   
∑

o

K  

  : 5نکته 

fالف) براي به دست آوردن بسط تیلور تابع (z) ي  حول نقطهz ≠o oمعمولاً از تغییر متغیر ،z z t= +o  استفاده کرده و در

fتابع (z t)+oکنیم. ، سري مک لورن را تعیین می  

، اگر با هر روشی یک سري تـوانی بـراي تـابع تعیـین کنـیم،      zoمنحصر به فرد بودن بسط تیلور حول نقطه ب) به دلیلی

هـا عمـل    توانیم در ناحیه همگرایی مشترك چند سري تیلـور، بـین آن   ایم. می به دست آورده zoسري تیلور تابع را حول 

توانیم از مشتق یا انتگـرال اسـتفاده    ، ضرب یا تقسیم انجام دهیم و یا در ناحیه همگرایی یک سري تیلور میجمع، تفریق

  نماییم.

f: اگر سري تیلور تابع6نکته  (z)  حول نقطهzo  به صورتn
n

n
c (z z )

∞

=
−∑ o

o
(n)ي  طـه معلوم باشد آنگاه از راب 

nf (z ) n!c=o ،

  ام تابع قابل محاسبه است. nمشتق مرتبه 

z: سري تیلور تابع زیر را حول نقطه7مثال    تعیین کنید. =1

z zf (z)
z z z

2

3 2
2 9 5

8 12
+ +

=
+ − −

  

  پاسخ: 

z zf (z) , z
z(z )(z ) (z )

+ +
= = + =

−− + +
o

2

2 2
2 9 5 2 1 1

33 2 2
  

f (z) درz , z3 2= = Rتا نقاط غیرتحلیلی برابر zoغیرتحلیلی است بنابراین کوتاهترین فاصله بین  − باشد و ناحیه  می =2

zهمگرایی به صورت  1 2− f  است  > (z) f ( t) , t z , t
z t1 1

2 21 1 2
3 2

= ⇒ + = = − <
− −

  

n

n

t t( ) ,
t tt ( )

2 2 1 1
2 2 22 1 1

2 2

∞

=

−
= = = − <

− − − −
∑

o
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n

n

zf (z) ( ) , z
z1

2 1 1 2
3 2

∞

=

−
= = − − <

− ∑
o

  

f (z) ( )
z(z )2 2

1 1
22

′= = −
++

  

g(z) g( t) , t
tz t ( )

1 1 11 2
2 3 3 1

3

= ⇒ + = = <
+ + +

  

tاگر  tآنگاه >2 1
3

  باشد. می>

n n
n n

n n
n n

t (z )( ) ( )
t z( )

∞ ∞

= =

−
= − ⇒ = −

++
∑ ∑

o o

1 1 1 1 11 1
3 2 33 33 1

3

  

n
n

n
n

( )( ) n(z )
z

1
1

1

1 1 1
2 3

∞
−

+
=

−′ = −
+ ∑  

n n
n n

n n
n n

( ) ( )f (z) ( ) n(z ) (n )(z )
z

1
1

2 1 2
1

1 1 11 1 1
2 3 3

+∞ ∞
−

+ +
= =

− −′= − = − = + −
+ ∑ ∑

o
  

n
n

n n
n

( ) (n )f (z) f (z) f (z) (z ) , z1 2 2
1 1 1 1 1 2
3 2

∞

+
=

 − +
= + = − − − < 

  
∑

o
  

f: اگر 8مثال  (z) z tan z1−= باشد، مقدار( )f ( )50 o .را تعیین کنید  

  پاسخ:
n n

n n

n n

z ztan z ( ) f (z) ( )
n n

2 1 2 2
1 1 1

2 1 2 1

+ +∞ ∞
−

= =
= − ⇒ = −

+ +∑ ∑
o o

  

n

n
( )c c
n2 2 50
1 1

2 1 49+
−

= ⇒ =
+

  
( )

( )f ( ) ( )!f ( ) !
( )!

50
501 50 50 48

50 49 49
= ⇒ = = ×

o o  

f: اگر 9مثال  (z)
z

1
4 3

=
−

aنرا حول باشد، سري تیلور آ  i1=  zبنویسید و ناحیه همگرایی آن را در صـفحه   +

  تعیین کنید  

  1([ ]nn

n
f (z) ( ) z ( i)3 1

∞

=
= − − +∑

o
،z ( i) 31

10
− + <  

  2 ([ ]nn

n
f (z) ( ) z ( i)1 1

∞

=
= − − +∑

o
،z ( i) 101

3
− + <  

  3 ([ ]
n

n
n

n

( )f (z) z ( i)
( i) 1

1 1
1 3

∞

+
=

−
= − +

−
∑

o
،z ( i) 31

10
− + <  

  4 ([ ]
n

n
n

n
f (z) z ( i)

( i) 1
3 1

1 3

∞

+
=

= − +
−

∑
o

،z ( i) 101
3

− + <  
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  4پاسخ: گزینه 

fتابع (z)  درz 4
3

  غیرتحلیلی است بنابراین =

Rناحیه همگرایی: i z ( i)4 10 101 1
3 3 3

= − − = ⇒ − + <  

tناحیه همگرایی: z ( i) z i t , t 101 1
3

= − + ⇒ = + + <  

f (z) f (t i)
t(t i) i t ( i)( )

i

1 1 11
34 3 1 1 3 3 1 3 1

1 3

= + + = = =
− + + − − − −

−

  

tاگر  10
3

tآنگاه >
i

3 1
1 3

<
−

  باشد بنابراین می 

[ ]
n n

nn
n n

n n
f (z) t z ( i) , z ( i)

i ( i) ( i) 1
1 3 3 101 1

1 3 31 3 1 3

∞ ∞

+
= =

= = − + − + <
− − −

∑ ∑
o o

  

  ) سري لوران3-3

fاگر تابع  (z) ي در ناحیهr z z r1 2< − <o توان آن را به صورت سري لوران زیر نمایش داد یلی باشد، آنگاه میتحل  

n
n

n
f (z) a (z z )

∞

=−∞
= −∑ o  

براساس انتگرال مخـتلط بـه صـورت     naن فوق منحصر بفرد است و ضرایباروي همگرایی مشخص، سري ل در یک ناحیه

  زیر قابل محاسبه هستند.

n c n
f (z)a dz , n , , ,

i (z z ) 1
1 1 2

2 +
= = ± ±

π −∫
o

o KÑ  

     

C یک مسیر بسته مانندz z r− =o 3 ،r r r1 3 2<   باشد. می >

سـري لـوران    ني همگرایی مشخص، منحصر به فرد است. بنابراین براي تعیـی  : سري لوران یک تابع در یک ناحیه7نکته 

  بریم. رن، بهره میهاي مک لو هاي غیرمستقیم مانند استفاده از سري معمولاً از روش

  توان نشان داد : سري لوران را به صورت مجموع دو سري زیر نیز می8نکته 

n n
n n

n n

a
f (z) a (z z )

(z z )1

∞ ∞
−

= =
= − +

−
∑ ∑o

o o
  

nسري 
n

n

a
(z z )1

∞
−

= −
∑

o
  نامیم. را جملات اصلی بسط لوران می
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fاگر تابع (z)  در قرصz z r− <o  باشد آنگاه سري لوران تابع، حول تحلیلیzo  با سري تیلور تابع حـولzo    برابـر اسـت

  باشد. یعنی بسط لوران، شامل جملات اصلی نمی

fهاي لوران تابع : سري10مثال  (z)
z2

1
1

=
−

zرا به مرکز  1=oویسید.، بن  

  پاسخ:

f (z)
(z )(z )z2

1 1
1 11

= =
− +−

  

f (z)  در نقاطz , z2 11 1= −   توانیم بنوسیم غیرتحلیلی است بنابراین دو سري لوران در نواحی زیر می =

  
I:zناحیه  1 2< − <o  

II:zناحیه  1 2− > 

>zي  در ناحیهسري لوران  − <o 1 2:  

f (z) , z t f ( t) , t
(z )(z ) t( t)

1 11 1 2
1 1 2

= = + ⇒ + = <
− + +

  

tاگر tآنگاه >2 1
2

  باشد بنابراین می>

n n
n n

n n
n n

t ( )f (z) ( ) (z ) , z
tt t (z )( )

∞ ∞

= =

−
= = − = − < − <

−+
∑ ∑

o o
o1 1 1 1 11 1 1 2

2 2 12 22 1
2

  

n
n

n
n

( )f (z) (z ) , z
z 1

1 1 1 1 2
1 2

∞

+
=

−
= − < − <

− ∑
o

o 

f (z) (z ) , z
z

= − + − + < − <
−

K o1 1 1 1 1 1 2
2 1 4 8

 

قي اصلی سري لوران فو جمله
z

1 1
2 1−

  باشد. می 

zي  سري لوران در ناحیه 1 2− >:  

f ( t) , t
t( t)

+ = >
+
11 2

2
  

tاگر  آنگاه <2
t
2   باشد بنابراین می >1
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n

n
n

n
f (z) ( ) ,

t tt tt(t )
t

∞

=
= = − <

+
∑

o
2

1 1 1 2 21 1
2

  

n
n

n
n

f (z) ( ) , z
(z )

∞

+
=

= − − >
−

∑
o

2
21 1 2
1

  

  باشند. ام جملات سري فوق، جملات اصلی سري لوران تابع میتم

sin: سري لوران تابع11مثال  zf (z)
z

=
− π

zحول نقطه  = π   برابر است با  

  1 (
n n

n

( ) (z )
( n )!

1 21
2 1

+∞

=

− − π
+∑

o
  2 (

n n

n

( ) (z )
( n)!

1 21
2

+∞

=

− − π∑
o

  3(
n n

n

( ) (z )
( n )!

21
2 1

∞

=

− − π
+∑

o
   4(

n n

n

( ) (z )
( n)!

21
2

∞

=

− − π∑
o

   

  1پاسخ: گزینه 

sin z sin( t) sin tf (z) , t z f (t )
z t t

π +
= = − π ⇒ + π = = −

− π
  

n n
n n

n n

t tf (z) ( ) ( )
t ( n )! ( n )!

+∞ ∞
+

= =
= − − = −

+ +∑ ∑
o o

2 1 2
11 1 1

2 1 2 1
  

n
n

n

(z )f (z) ( )
( n )!

2
11

2 1

∞
+

=

− π
= −

+∑
o

  

: ضریب12مثال 
z

1
1−

در بسط لوران تابع 
z(z )

1
5−

z2در ناحیه  1 3< −     برابر است با:>

  1 (o  2 (1
2

  3 (1
8

  4 (1
5

−  

  4پاسخ: گزینه 

f (z) ( )
z(z ) z z

1 1 1 1
5 5 5

= = −
− −

  

z t f ( t) ( ) , t
t t

1 1 11 1 2 3
5 4 1

= + ⇒ + = − < <
− +

  

tاگر  tآنگاه >3 1
4

  باشد بنابراین می>

n n

n n
n n

t (z ) , z
tt ( )

1
1 1 1 1 2 1 3

4 4 4 44 1
4

∞ ∞

+
= =

−
= = − = − < − <

− − −
∑ ∑

o o
  

t2اگر  آنگاه >
t
1   باشد می >1

n
n

n n
n n

( )( ) , z
t t t t (z )

t

1

1
1 1 1 1 1 11 2 1 3

11 11

+∞ ∞

+
= =

−
− = − = − − = < − <

+ −+
∑ ∑

o o
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n n

n n
n n

(z ) ( )f (z) , z
(z )

1

1 1
1 1 1 2 1 3
5 4 1

+∞ ∞

+ +
= =

 − −
= − + < − < 

−  
∑ ∑

o o
  

سري فوق شامل
z

1 1
5 1

−
−

باشد بنابراین ضریب می 
z

1
1−

1برابر  
5

  است. −

  ها ) صفرها، نقاط تکین و قطب3-4

  صفر تابع:

fتابع nي  را صفر مرتبه zoي  نقطه (z) می نامیم اگر(n )f (z ) f (z ) f (z )1−′= = =o o oK o  و(n)f (z ) ≠o o  مرتبـه  باشد. صفر

  گوئیم. اول را صفر ساده می

  : 9نکته 

fالف) اگر (z ) =o o و کوچکترین توانz z− o  در سري تیلورf (z)  حولzo برابر ،n باشد آنگاهzo  صفر مرتبهn  تـابعf (z) 

  باشد. می

g(z)صفر توابع zoب) اگر , f (z) ي  از مرتبهn , n2 nباشد آنگـاه بـا فـرض    1 n2 1≠ ،zo  تـابع  رصـفf (z) g(z)+  ي  از مرتبـه

{ }min n , n1 nباشد و با فرض می 2 n1 2= ،zo صفر تابعf (z) g(z)+ ي  ازمرتبهn3  است بطوریکهn n3 1≥  

,g(z)صفر توابع  zoج) اگر f (z) ي  از مرتبهn ,n2 f، صفر تابعzoباشد آنگاه 1 (z)g(z) ي  از مرتبهn n1   باشد. می +2

  :نهایت بیصفر در 

fاگر  ( )
z
zدر نقطه  nبه ري از مرتصف 1 = o گوئیم  داشته باشد آنگاه میf (z)  صفري از مرتبهn .در بی نهایت دارد  

  ي صفر توابع زیر را تعیین کنید. : مرتبه13مثال 

f (z) , f (z) sin z , f (z) cos z , f (z) z sin z
z

1 1
1

= = = − = −
−

  

  پاسخ:

fدر تابع (z) sin z= اگر f (a) = o آنگاهf (a)′ ≠ o باشد بنابراین  میsin z  اي در  صفرهاي سـادهz k= π )k    (عـدد صـحیح

  دارد.

fدر تابع (z) cos z1= fاگر − (a) = o آنگاهf (a)′ = o  وf (a)′′ ≠ o  باشـد بنـابراین    مـیcos z1−    صـفرهایی از مرتبـه دو در

zنقاط k2= π )k .عدد صحیح) دارد  

fصفر تابع (z) z sin z= − ،z = o باشد. می  

f (z) cos z , f (z) sin z , f (z) cos z1′ ′′ ′′′= − = =  
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f ( ) f ( ) f ( ) , f ( )′ ′′ ′′′= = = ≠o o o o o o  

zبنابراین  = oتابع  3ي  ، صفر مرتبهz sin z− باشد. می  

fتابع (z)
z

1
1

=
−

zfي متناهی، صفر ندارد ولی تابع  در هیچ نقطه  ( )
z z
1

1
=

−
zدر   = o      داراي صـفر سـاده اسـت بنـابراین

f (z)
z

1
1

=
−

  باشد. ) می1نهایت داراي صفر ساده (مرتبه  در بی

  نقطه تنها:

را در  Sباشد که نقطه دیگـري از   هاي داشت نامند هرگاه آن نقطه همسایگی Sرا نقطه تنهاي  Sاي از مجموعه نقاط  نقطه

) از b، شامل حداقل یک نقطـه (جـز   b) نامند اگر هر همسایگی S(یا نقطه حدي  Sاشتگی را نقطه انب bبر نگیرد. نقطه 

S  باشد. توجه داشته باشید که خودb  ممکن است بهS .تعلق نداشته باشد  

f: صفرهاي تابع تحلیلی غیرصفر 10نکته  (z)تنها هستند ،.  

  نقطه تکین:

singular)ي تکین  نقطهzoنقطه  point)  تابعf (z) باشد اگر و فقط اگر  می  

1 (f (z)  درzo.تحلیلی نباشد  

f، نقاطی وجود داشته باشد کهzo) در هر همسایگی از 2 (z)      در آن نقاط تحلیلی باشد نقطه تکـین را نقطـه منفـرد نیـز

  گوئیم. می

  نقطه تکین تنها:

fنقطه تکین تنها براي تابع zoنقطه (z) باشد اگر و تنها اگر می  

1 (f (z)  درzo نباشد یتحلیل  

fموجود باشد که  zo) همسایگی از 2 (z) در تمام نقاط آن غیر ازzo.تحلیلی باشد ،  

ــه  ــر 11نکت ــراي   zo: اگ ــا ب ــین تنه fنقطــه تک (z)    ــوران حــول ــابع داراي ســري ل ــن ت ــاه ای ــد آنگ ــه  zoباش ــا ناحی ب

zهمگرایی z R< − <oo باشد. می  

  قطب:

fاگر بسط لوران  (z)  حول نقطه تکین منفرد(z )oبا ناحیه همگرایی ،z z R< − <oo   داراي تعداد محدود، جملات اصـلی

  ي جملات اصلی را مرتبه قطب می گوئیم. نامیم و بزرگترین درجه را قطب تابع می zoباشد آنگاه 

  اگر این بسط لوران به صورت زیر باشد
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n m
n mm

n

a a
f (z) a (z z ) , a

z z (z z )

∞
− −

−
=

= − + + + ≠
− −

∑ o
oo o

K o1  

fتابع mقطب مرتبه  را zoدر اینصورت (z) گوئیم. نامیم. قطب مرتبه یک را قطب ساده نیز می می  

  قطب رفع شدنی:

n(aاگر بسط لوران فوق فاقد جملات اصلی باشد ,n N)− شدنی (برطرف شدنی) یـا قطـب    را قطب رفع zoدر اینصورت  ∋

  نامیم. فر میمرتبه ص

  تکین ضروري (ویژه اساسی):

را نقطـه تکـین اساسـی (منفـرد اساسـی یـا ویـژه         zoشماري جمله اصلی باشد آنگاه اگر بسط لوران فوق شامل تعداد بی

  نامیم. اساسی) می

mتوان : براي تعیین مرتبه قطب می12نکته 

z z
lim (z z ) f (z)
→

− o
o

m را به ازاي  , , ,1 2 3= K    محاسبه کـرد. مقـدارm    کـه بـه

  باشد. ازاي آن براي اولین بار، حد فوق برابر مقداري متناهی شود، مرتبه قطب می

g(z):  اگر توابع13نکته  , f (z)  تحلیلی باشند وg(z ) =o o تابع، آنگاه درf (z)
g(z)

 ،zo  باشـد. اگـر    یک قطب مـیzo  ي  ریشـه

n)مرتبه  )n1 n)ي مرتبه و ریشه g(z)تابع ≤11 )n2 2≥ o تابعf (z)    باشد در اینصـورت بـا فـرضn n1 2> ،zo    قطـب مرتبـه

n n1 nاست و با فرض −2 n1 2≤ ،zo .قطب مرتبه صفر (رفع شدنی یا حذف شدنی) است  

  اط غیرتحیلی را مشخص کنید.: در توابع زیر نوع نق14مثال 

z

z

) f (z) z ) f (z) z

) f (z) Lnz ) f (z)
z

) f (z) sin( ) ) f (z) tan( )
z z

) f (z) e ) f (z)
z(z ) (z )

z sin z cos z) f (z) ) f (z)
z z

)f (z) )f (z) z cos ( )
z

(z ) e

2

1

5 2

2 3

10
1

2 1

1 2

13 4

1 15 6

1 37 8
2 2

19 10

1 111 12

1 +

= =

= =

= =

= = +
− −

− −
= =

= =

+

  

  پاسخ:

1(f (z) z= ي تکین براي در تمام نقاط غیرتحلیلی است بنابراین نقطه تکین ندارد چون در هر همسایگی نقطهf (z)  باید

  نقاط تحلیلی موجود باشد.
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2 (f (z) z   در تمام نقاط غیرتحلیلی است بنابراین نقطه تکین ندارد. =2

3 (f (z) Lnz=  قاطن(شاخه اصلی) درIm(z) , Re(z)= ≤o o        غیرتحلیلی است. ایـن نقـاط تکـین هسـتند چـون در هـر

نیستند چون هیچ همسایگی محذوف از  ها، نقاط تحلیلی براي تابع موجود است ولی این نقاط تکین تنها همسایگی از آن

اي  شود که تابع در تمام نقاط داخل آن تحلیلی باشد. این نوع نقاط تکین را تکـین غیرتنهـا از نـوع شـاخه     ها پیدا نمی آن

  نامیم. (انشعابی) می

4 (f (z)
z
1

zفقط در  = = o غیرتحلیلی است بنابراینz = o  باشد. ) می1تکین تنها از نوع قطب ساده (مرتبه  

5 (f (z) sin( )
z
1

zفقط در = = o  غیرتحلیلی است بنابراینz = oباشد سري لوران حول تکین تنها میz = o   به صورت زیـر

  تاس

sin( )
z z !z !z3 5
1 1 1 1

3 5
= − + −K  

zبنابراین = o باشد. یک نقطه تکین ضروري (ویژه اساسی) می  

f) تابع6 (z) tan( )
z

=
  در نقاط زیر غیرتحلیلی است 1

غیرتحلیلی
sin( )

ztan( ) , z
z cos( )

z

1
1

1
= = o  

)cosغیرتحلیلی: ) ( k ) z ,
z z ( K )
1 1 2 2 22 1

2 2 1 3
π

= ⇒ = + ⇒ = = ± ±
+ π π π

o  

zتابع در نقاط , ,2 2
3

= ± ±
π π

K باشد و در داراي تکین تنها از نوع قطب ساده میz = o     داراي تکین غیرتنهـا اسـت چـون

z = o ي حدي نقطهz
( K )

2
2 1

=
+ π

zباشد بنابراین هیچ همسایگی محذوف حول می  = o    وجـود نـدارد کـهf (z)   در تمـام

  نقاط داخل آن، تحلیلی باشد.

7 (zf (z) e
1

zفقط در  = = o غیرتحلیلی است بنابراینz = o باشد. سري لـوران تـابع حـول    نقطه تکین تنها میz = o   بـه

  صورت زیر است

ze
z !z

1

2
1 11

2
= + + +K  

zبنابراین = o .نقطه تکین ضروري (ویژه اساسی) است  
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f) تابع8 (z)
z(z ) (z )5 2

1 3
2 2

= +
− −

zدر  = o  قطب ساده و درz   دارد. 5قطب مرتبه =2

9 (z sin zf (z)
z2

−
zدر  = = o  .غیرتحلیلی استz = o  براي  2صفر مرتبهz2   بـراي   3و صفر مرتبـهz sin z−  باشـد   مـی

z)،13بنابراین براساس نکته  ( = o ع شدنی است.قطب رف  

10 (z = o  براي  3صفر مرتبهz3  براي  2و صفر مرتبهcos z1− باشد بنابراین  میz = o  این تـابع  1قطب ساده (مرتبه (

  است.

11 (f (z)  فقط درz 1=   باشد. غیرتحلیلی است بنابراین در این نقطه تکین تنها می −

zf (z) e ( )
z(z ) (z ) !(z )

1
1

2 2 2
1 1 1 11

11 1 2 1

−
+= = − + −

++ + +
K  

zبنابراین  1=   باشد. نقطه تکین ضروري (ویژه اساسی) می −

12 (f (z)  فقط درz = o لی است بنابراینغیرتحلیz = o     تکین تنها است سري لوران این تابع مشـابه تـابع قبلـی، داراي

zباشد بنابراین شمار جمله اصلی می بی = o اساسی است. هنقطه ویژ  

fنقطه تکین تنها براي   zo: اگر 14نکته  (z)  باشد در اینصورت توابع زیر درzo.نقطه تکین اساسی (ویژه اساسی) دارند ،  

f (z)sin(f (z)) ,cos(f (z)),sinh(f (z)), cosh(f (z)),e  

  .دارند، نقطه تکین غیرتنها (تکین انباشته) zoتوابع زیر نیز در 

f (z), , , , (k )
sin(f (z)) cos(f (z)) sinh(f (z)) cosh(f (z)) e K

≠
−

o1 1 1 1 1  

zf: براي تابع15 مثال (z) z e
1
210

−
zنقطه  = = o   چگونه نقطه است؟  

  تکین برداشتنی) 4  10قطب مرتبه ) 3  تکین اساسی) 2  نقطه عادي) 1  

  2پاسخ: گزینه 

f (z)  فقط درz = o غیرتحلیلی است بنابراینz = o باشد. تکین تنها می  
n

n
n

( )f (z) z
n! z

10
2

1 1∞

=

−
= ∑

o
  

zشمار جمله اساسی است بنابراین سري فوق شامل بی = oباشد. ، تکین اساسی می  
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zf: تابع16مثال  (z)
(z ) exp( )

z

=
−

−

7

2 2 14
2

  مفروض است کدامیک از عبارات زیر صحیح است؟ 

  1(z = o  7صفر مرتبه ،z   قطب ساده تابع است. =2

  2 (z = o  7صفر مرتبه ،z   قطب مرتبه دوم تابع است. =2

  3(z   نقطه ویژه تنها نیست. =2

   4(z zنقطه ویژه اساسی،  =2 2=   قطب مرتبه دوم تابع است. −

  4پاسخ: گزینه 

zzf (z) e
(z ) (z )

17
2

2 22 2

−
−=

+ −
  

z = o   و  7صفر مرتبهz =   باشد. می 2قطب مرتبه   2−

z اي نقطه تکین تنها بر =2
z

1
2

−
−

zباشد بنابراین  می  zeنقطه تکین اساسی براي =2
1
2

−
z)) پس14است (نکته ( − 2= 

fنقطه تکین اساسی (z) باشد. می  

  ) مانده در بسط لوران3-5

fیک نقطه تکین تنها بـراي   zoفرض کنید  (z)     تـوانیم بسـط لـوران را اطـراف     باشـد در اینصـورت مـیzo   ي  بـا ناحیـه

zهمگرایی z R< − <oo در نظر بگیریم، ضریب
z z

1
− o

a)ط لورانرا در این بس    نامیم. مانده بسط می −1(

z
a Res(f (z))1− =

o
  

تواند حذف شدنی یا قطب یا ویژه اساسی باشد که در هر حالت مانده به صورت زیر قابـل محاسـبه    ي تکین تنها می نقطه

  باشد: می

  صورت مانده در این نقطه برابر صفر خواهد بود.شدنی باشد در این قطب رفع zo) اگر 1

  نقطه ویژه اساسی (تکین اساسی) باشد براي تعیین مانده باید سري لوران را بنویسیم. zo) اگر2

fقطب تابع zo) اگر3 (z) ي زیر استفاده کنیم. نیم از رابطهتوا باشد علاوه بر سري لوران می  
n

n
nz zz

dRes(f (z)) lim (z z ) f (z)
(n )! dz

1

1
1

1

−

−→
 = − − o

oo
  

  ي مخرج تابع باشد. تواند مرتبه قطب یا مرتبه ریشه می nي فوق  در رابطه

  رسیم. ي ساده زیر می ) باشد آنگاه به رابطه1قطب ساده (مرتبه  zoاگر 



 ریاضیات مهندسی
 

WWW.SANJESH.IR    
 

«212» 

z zz
Res(f (z)) lim (z z )f (z)

→
= − o

oo
  

fالت اگر در این ح (z)
f (z)

f (z)
1

2
= ،f (z )1 ≠o o ي زیر نیز قابل محاسبه است باشد مانده از رابطه  

z

f (z )
Res(f (z))

f (z )
1

2
=

′
o

o o
  

: مانده تابع17مثال 
z(z )3

1
2+

zدر نقطه   2=   برابر است با  −

  1(1
4

−   2(1
8

−   3(1
4

   4(1
8

   

  2پاسخ: گزینه 

z 2=   تابع است بنابراین 3قطب مرتبه  −

z z

dRes(f ) lim (z ) lim ( )
dz z(z ) z

2
3

2 3 32 22

1 1 1 2 12
2 2 82→− →−−

 
= + = = − 

+ 
  

tan: مانده تابع18مثال  zf (z)
z

1

8

−

z را در= = o .تعیین کنید  

  پاسخ:

z = o  ي باشد استفاده از رابطه مخرج می 8ي  ي مرتبه و ریشه 7قطب مرتبه
n

n
nz zz

dRes(f ) lim (z z ) f (z)
(n )! dz

−

−→
 = − − o

oo

1

1
1

1
 

nبه ازاي هر دو مقدار  ,n8 7= tanطولانی خواهد بود بنابراین از بسط لوران = z1− کنیم. استفاده می  

z z z ztan z z , z
3 5 7 9

1 1
3 5 7 9

− = − + − + − <K  

tan z z
zz z z z

1

8 7 5 3
1 1 1 1

7 93 5

−

= − + − + −K  

ضریب 
z
1برابر  1

7
zاست بنابراین مانده تابع در  − = o  1برابر

7
  اشد.ب می −

zze: مانده تابع 19مثال 
1

1
−

  برابر است با  −

  1 (1
2

−  2 (1
2

  3 (1  4 (1-  

  1پاسخ: گزینه 

z   کنیم باشد بنابراین از سري لوران استفاده می نقطه تکین اساسی تابع می =1

tzf (z) ze f ( t) ( t)e , t z
11

1 1 1 1
−−

−= ⇒ + = + = −  

http://www.SANJESH.IR


 ریاضیات مهندسی
WWW.SANJESH.IR     »213« 

  
f (z) ( t)

t t !t2 3
1 1 11 1

2 3
 = + − + − +  

K  

ضریب 
t z
1 1

1
=

−
1در بسط فوق برابر   11

2 2
− + = 1است بنابراین مانده تابع،  −

2
  باشد. می −

zte: مانده تابع 20مثال  tan z در قطبz 3
2
π

  عبارت است از   =

  1(t
e

3
2
π

  2 (t
e

3
2
π

−  3 (
t(i )

e
3
2

− π  4(
t(i )

e
3
2

+ π  

  4پاسخ: گزینه   

قطب ساده
zte sin zf (z) , z
cos z

3
2
π

= =   

z

f (z) f (z )
f (z) , f (z ) Res(f (z))

f (z) f (z )
1 1

1
2 2

= ≠ ⇒ =
′

o
o

o o
o  

tzt t t (i )i
z

e sin zRes(f ) e e e e
sin z

3 3 3
2 2 2

3
2

π π
+ ππ

π
=

= = − = =
−

  

  تر باشد و در هیچ عدد صحیحی صفر نشود. اي از درجه دو یا بیش یک چند جمله P(z): اگر15نکته 

kwدر اینصورت اگر , , w1 K  صفرهايP(z) باشند آنگاه  
k

z w jn j

n k

z w jn j

cot( z)Res( )
P(n) P(z)

( ) csc ( z)Res( )
P(n) P(z)

∞

==−∞ =

∞

==−∞ =

π
= −π

− π
= −π

∑ ∑

∑ ∑

1

1

1

1
  

  ثابت مثبت باشد سري زیر را حساب کنیدیک مقدار  a: اگر 21مثال 

n n a2 2
1∞

= +
∑

o
  

P(z)اي پاسخ: صفرهاي چند جمله z a2 2=   باشد. می ±aiبه صورت  +

nبا توجه به زوج بودن a2   داریم: nنسبت به  +2

n nn a n a a2 2 2 2 2
1 1 12

∞ ∞

=−∞ =
= −

+ +
∑ ∑

o
  

n nn a a n a2 2 2 2 2
1 1 1 1

22

∞ ∞

= =−∞
= +

+ +
∑ ∑

o
  

z ai z ain

cot( z) cot( z)Res Res
n a z a z a2 2 2 2 2 2

1∞

= =−=−∞

π π = −π + + + + 
∑  

z ai=   هاي ساده هستند بنابراین قطب ±
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z ai z ai

cot( z) cot( ai) cot( z)Res Res
aiz a z a2 2 2 22= =−

π π π
= =

+ +
  

n

cot( ai) i cot( ai) coth( a)
ai a an a2 2

1∞

=−∞

π π π
= −π = π = π

+
∑  

  بنابراین

n
coth( a)

an a a2 2 2
1 1

22

∞

=

π
= + π

+
∑

o
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   ) تست3-6

nناحیه همگرایی سري ـ1

n
I ( )

z z
1 2

1 1

∞

=
= −

− −∑
o

  کدام است؟   

  1 (z 1 2− <  2(z 1 2− >   3(z1 3< <   4(z 1 2− zیا < 1 2− < −  

zـ سري2 z z2 3

1 2 3
+ + +K  با شرطz   ست؟  نمایش کدام تابع ا >1

  1(
( z)2

1
1−

   2(z
z1−

   3(ln( z)1− −   4(ln( z)1−   

zefـ مانده تابع3 (z)
z

1

1
=

−
zدر نقطه منفرد  = o   کدام است؟  

  1 (1  2 (e  3 (e 1−  4 (e 1−  

zfـ کدام گزینه بسط سري لوران تابع4 (z)
z z2

2 3
3 2
−

=
− +

zدر همسایگی نقطه منفرد    است.   =2

  1(n

n
(z )

z
1

1

1 2
2

∞
+

=
+ −

− ∑     2 (n n

n
( ) (z )

z

∞

=
+ − −

− ∑
o

1 1 2
2

  

  3(n n

n
( ) (z )

z
11 1 2

1

∞
+

=
+ − −

− ∑
o

     4(n

n
(z )

z(z )
1

2
1

1 1 2
22

∞
+

=
+ + + −

−−
∑K   

nـ قلمرو همگرایی سري توانی5
sin(in)
(z i)+

  عبارتست از:   ∑

  1 (z i 1+ >  2(z i 1+ <    

 3 (z i e+ zهمه جا، غیر از نقطه) 4  < i= −  

ـ جمله عمومی سري مک لورن تابع6
cos z , z
zf (z)

, z

2
1

1
2

− ≠= 
 =

o

o
z، که در آن x iy=   کدام است؟   +

  1 (
k

k z( )
( k)!

2 2
11

2

−
−−  2(

k
k z( )

( k)!

2
1

2
−   3(

k
k z( )

( k)!

2 2
1

2

−
−   4 (

k
k z( )

( k)!
−−

2
11

2
  

inی سريـ قلمرو همگرای7 n

n
n n

e (z )
(z ) in1

1
11
2

∞ ∞

= =

+
+

+ +
∑ ∑

o
  عبارتست از:   

  1 (z 1 1< + <o  2 (z1 1 2< + <  3( c (همه جا همگرا)   تهی (همه جا واگرا)) 4  
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ـ سري لوران8
z

1
4−

zدر ناحیه     کدام است؟   <4

  1 (n n

n
z 1

1
4

∞
− +

=
∑  2(n

n
( )
z

1

1

4∞
+

=
∑   3(

n

n
n z

14 +∞

=
∑

o
   4(n n

n
z1

1
4

∞
− −

=
∑   

zfـ سري لوران تابع9 (z) e
1

zدر ناحیه = > o   کدام است؟  

  1(n
n n!z1

1∞

=
∑   2 (n

n n!z
1∞

=
∑

o
  3(n

n n !z
1∞

=−∞
∑   4 (n n

n nn !z n!z1 1

1 1−∞ ∞

=− =
+∑ ∑  

zـ اگر بدانیم کـه بـراي   10 zداریـم  >1 z
z

21 1
1

= + + +
−

K    سـري لـوران
z2
zبـراي   1 1 1+   کـدام اسـت؟   >

  

  1((z ) (z ) (z )2 31 1 1 1+ − + − + − +K   2 ((z ) (z ) (z )2 31 2 1 3 1 4 1+ − + − + − +K  

  3((z ) (z ) (z )+ + + + + + +K2 31 1 1 1   4 ((z ) (z ) (z )+ + + + + + +K2 31 2 1 3 1 4 1  

zـ 11 = o براي تابعzef (z)
z2

1−
  چه نوع نقطه تکینی است؟   =

  قطب مرتبه دوم) 4  قابل رفع) 3  قطب مرتبه اول) 2  اساسی) 1  

zzـ مانده تابع12 e
1

2   در نقطه تکین آن کدام است؟   +1

  1 (1
6

  2 (1
3

  3 (2
3

  4 (7
6

  

ـ ناحیه همگرایی سري13
ni
z

n
e 2

1

∞

=
  کدام است؟  ∑

  1( x < o  2 (y < o  3 (xy < o  4 (xy > o  

fـ دو جمله اول در بسط لوران تابع14 (z)
z2

1
1

=
−

zي  در ناحیه  1 2+   عبارت است از   <

  1 (
(z )

1 1
2 1 4

−
−

+
  2 (

(z ) (z )2 3
1 2
1 1

+
+ +

  3 (
(z ) (z )2 3

1 2
1 1

−
+ +

  4 (
z (z )2

1 2
1 1

+
+ +

  

nـ شعاع همگرایی سري15
n

n
( z )

n1

3 2 1
∞

=
  برابر است با:   ∑+

  1 (1
2

  2 (1
3

  3 (1
6

  4 (6  
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fـ مانده تابع16 (z) tan z= هاي آن کدام است؟   در قطب  

  1 (1-  2 (1
2

−  3 (1  4 (1
2

  

zfـ مانده تابع17 (z) z e
1

2   در نقطه تکین آن برابر است با:   =+1

  1 (1  2 (1
3

  3 (3  4 (1
6

  

fـ در بسط لوران عبارت18 (z)
z2

1
1

=
−

zحول نقطه   1= zي  و در ناحیـه  − 1 2+ ي  ، ضـریب جملـه  <
(z )3

1
1+

 

  عبارتست از:  

  1 (1
2

  2 (2  3 (3  4 (!3  

zـ تابع19 zf (z)
z z z

3

5 3
2 1

2
− +

=
+ +

  داراي:   

zیک قطب دوگانه در) 1   = o  و دو قطب ساده درz i=   است. ±

zیک قطب ساده در) 2   zو دو قطب دوگانه در  =1 i , z= = o .است  

zیک قطب ساده در ) 3   = o و دو قطب دوگانه درz i=   است. ±

zیک قطب دوگانه در) 4   z، یک قطب دوگانه در=1 1= zو یک قطب ساده در  − = o .است  

zfـ مانده تابع20 (z) z e
1

2 zرا در نقطه  =−1   بدست آورید.   =1

  1(1
6

   2(1
3

   3 (7
6

  4 (13
6

  

fـ سري لورانت براي تابع21 (z)
z(z )(z )

2
1 2

=
− −

z1در دامنه   2<   عبارت است از:   >

  1(
n

n n
z z zf (z) ( ) ( )

z z z z z

2

2
1 2 1 1 1 11 1

2 2 4 2
= − + + + + + + − + + + + +K K K K  

  2(
n

n n
z z zf (z) ( ) ( )

z z z z

2

2
1 2 1 1 11 1

2 2 4 2
= + + + + + + + + + + +K K K K  

  3(
n

n n
z z zf (z) ( ) ( )

z z z z z

2

2
1 2 1 1 1 11 1

2 2 4 2
= − − + + + + + + + + + + +K K K K  

  4(
n

n n
z z zf (z) ( ) ( )

z z z z z

2

2
1 2 1 1 1 11 1

2 2 4 2
= − + + + + + − + + + + +K K K K  
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nناحیه همگرایی سريـ 22

n

z( )
z1

2
2 1

∞

=   کدام است؟   Zحه مختلط در صف ∑+

  1 (Re(z) 1
2

> −  2 (Re(z) 1
4

< −  3 (Re(z) 1
4

> −  4 (Re(z) 1
2

< −  

sinhـ براي تابع23 z
z4 اند؟   مرتبه قطب و مانده تابع در مبدا مختصات کدام  

1، مانده2مرتبه ) 1  
3

1، مانده3مرتبه ) 2  
2

1، مانده3مرتبه ) 3  
6

1، مانده2مرتبه ) 4   
6

  

nـ مانده تابع24
cos zf (z)
z2 1+

  در نقطه صفر کدام است؟   =

  1 (
( n)!

1
2

  2 (
( n )!

1
2 1+

  3 (
n( )

( n )!
1

2 1
−

+
  4(

n( )
( n)!

1
2
−   

ـ ناحیه همگرایی سري25
ni( )

z

n
e 1

1

∞
+

=
  کدام است؟   ∑

  1 (x 1> −  2 (y < o  3 (y > o  4 (x y+ <1  

zfـ در تابع مختلط26 (z) z e
1

z، نوع ویژگی (تکینی) تابع در نقطه =2 = o     چیست و مانده تـابع در ایـن نقطـه

  ویژه (تکین) چند است؟  

1قطب ساده و ) 2    قطب ساده و صفر ) 1  
6

  

1نهایت) و  کین اساسی (قطب مرتبه بینقطه ت) 3  
6

1نهایت) و  نقطه تکین اساسی (قطب مرتبه بی) 4  −
6

  

zfـ مانده تابع27 (z) z sin( )
z 1

=
−

zي  در نقطه    چقدر است؟   =1

  1 (cos1  2( sincos 11
2

+  3(cos sin2 1 1
2
−   4(sin1

2
−   

ـ سري لوران28
(z )(z )

2
1 3+ +

z1در ناحیه  3<   عبارت است از:   >

  1 (
n n n

n n
n n

( ) ( ) z
z
1 1

3

∞ ∞

= =

− −
−∑ ∑

o o
    2(

n n n

n n
n n

( ) ( ) z
z 1 1

1 1
3

∞ ∞

+ +
= =

− −
−∑ ∑

o o
  

  3 (
n n n

n n
n n

( ) ( )
z z1 1

1 1 3∞ ∞

+ +
= =

− −
−∑ ∑

o o
    4 (

n n n

n n
n n

( ) ( )
z z
1 1 3∞ ∞

= =

− −
−∑ ∑

o o
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ـ نقاط تکین و نوع آن را براي تابع29

sin( )
z

1
1

  تعیین کنید   

n)قطب ساده در ) 1   , , )z
n
11 2= ± ± =
π

K و نقطه تکین برداشتنیz = o  

zقطب ساده در  )2   
n
1

=
π

n)و نقطه تکین اساسی در  , , )z1 2= ± ± =K o  

zي تکین اساسی در  نقطه) 3    = o هاي ساده در  و قطب(n , , )z
n
11 2

2
= ± ± =

π
K  

n)هاي ساده در قطب) 4   , , )z
n
11 2= ± ± =
π

K ي تکین غیرتنها در و نقطهz = o  

zezـ ام تابع nـ مشتق 30 ef (z)
(z )21

−
=

−
zي  را در نقطه    به دست آورید   =1

  1 ((n)f ( )1 = o  2((n) ef ( )
n(n )

1
1

=
+

   3((n) ef ( )
(n )(n )

1
1 2

=
+ +

   4((n)f ( )
n(n )

11
1

=
+

   

sinhـ فرض کنیم 31 zf (z)
cosh z1

=
−

zي این تابع را در ، مانده = o   تعیین کنید  

  -2) 4  -3) 3  2) 2   صفر )1  

fـ بسط لوران تابع32 (z)
z
1

zحول نقطه  =   کدام است؟   =1

  1 (
n

n
n

( )
(z )

1

1

1
1

−∞

=

−

−
∑  2 (n n

n
( ) (z )1

1
1 1

∞
−

=
− −∑  3 (

n
n

n

( ) (z )
n

1

1

1 1
−∞

=

−
−∑  4 (

n

n
n

( )
z (z )

1 1
1 1

∞

=

−
− −

∑
o

  

fـ شعاع همگرایی بسط تابع33 (z)
(z i)(z )(z i)

1
1 2

=
− + +

zحول نقطه   1=o   کدام است؟  

  1 (1
2

  2 (1  3 (2  4 (2  

tanـ تابع34
zf (z) e
1

zدر نقطه = =o o   داراي چه نوع تکینی است؟  

  غیرتنها) 4  تنهاي اساسی) 3  تنهاي برداشتنی) 2  قطب) 1  

zfـ در تابع35 (z)
z(e )

1
1

=
−

z، مانده تابع در  = o   :عبارت است از  

  1(1
2

−   2 (1-  3 (1
2

  4 (1  
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fـ تابع36 (z) sec( )
z

1
1

=
−

sin)گیـریم. در مـورد نقـاط تکـین      را در نظـر مـی   zاز متغیر مخـتلط    gularity)  و

  هاي تابع کدام عبارت درست است؟   قطب

z) 2   دنهایت قطب مکرر دار بی) 1     تنها نقطه تکین تابع است =1

  قطب ساده و یک نقطه تکین اساسی داردنهایت  بی) 4  فقط یک نقطه تکین اساسی دارد) 3  

  به صورت زیر تعریف شده باشد fـ فرض کنید تابع 37

cos(متغیر مختلط) zf (z) , z
z3

1−
= ≠ o  

  هاي زیر صحیح است؟   یک از گزارهکدام 

  1(z = o قطب ساده تابعf  است و ماندهf  1در نقطه صفر برابر با
2

  است. 

  2(z = o قطب ساده تابعf  است و ماندهf  است. 1در نقطه صفر برابر با  

  3(z = o قطب مرتبه دو تابعf  است و ماندهf  1در نقطه صفر برابر با
2

  است. 

  4(z = o قطب مرتبه سه تابعf  است و ماندهf  است. 1در نقطه صفر برابر با  

fـ دو جمله اول غیرصفر بسط مـک لـورن تـابع   38 (z) sin(sin z)= ي مخـتلط عبـارت اسـت از:    صـفحه  در  

   

  1 (zz
3

3
−  2(zz

!

3

3
+   3 (zz

3

3
+  4 (zz

!

3

2
+  

zefـ مانده تابع39 (z)
cos z1

=
−

zدر نقطه تکین تنهاي  = o   کدام است؟  

  1 (2-  2 (o  3 (1  4 (2  

sinh(z)fي تابع ـ مانده40 (z)
(z )2 2 2=

+ π
  کدام است؟  iπدر نقطه

  1 (o  2 (2
1

4
−

π
  3 (

i
−

π
1

2
  4 (2

1
4π

  

ـ ضریب41
z
fدر سري لوران تابع 1 (z)

z(z )(z )
2
1 2

=
− −

z1با دامنه  2<   کدام است؟ >

  1 (2-  2 (1-  3 (1  4 (2  
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sin) مربوط بهLaurentـ سري لوران (42 zf (z)

z
2

=
π

+
zدر نقطه 

2
π

= −o کدام است  :  

  1(
n n

n

( ) (z )
, z

( n )!

2 11
2

2 1 2

−
∞

=

π− + π
+ >

−∑
o

o   2 (
n n

n

( ) (z )

( n )!

+ +
∞

=

π− +

+∑
o

1 2 11
2

2 1
  

  3(
n n

n

( ) (z )
, z

( n )!

2 11
2

2 1 2

+
∞

=

π
− + π

+ >
+∑

o
o   4(

n n

n

( ) (z )

( n)!

1 2 11
2

2

+ −
∞

=

π
− +

∑
o

   

ـ ناحیه همگرایی سري43
n

n

z i( )
z i3

∞

=

+
−∑

o
  ي مختلط کدام است؟   در صفحه 

  1 (x (y i)2 2 4+ − <  2(x (y i)2 2 4+ − >   3 (Im(z) 1>  4 (Im(z) 1<  

  بصورت زیر باشد: fـ اگر سري لوران تابع 44

nn
nn

n n

b
f (z) a z , z

z z2
1

1 1
1

∞ ∞

= =
= = + >

+
∑ ∑

o
  

bآنگاه مقدار ,a2   )86اند؟ (مکانیک ـ  کدام 2

  1 (a ,b2 21= − = o  2 (a ,b2 2= =o o  3 (a ,b2 21 1= =  4 (a ,b2 2 1= =o  

nzـ در سري 45

n

a
n 1

∞

= +∑
o

،a 1< <o   :ثابت است. در این صورت ناحیه همگرایی سري عبارت است از  

  1 (Re(z) < o  2 (Im(z) < o  3(Re(z) > o   4(Im(z) > o   

fـ تابع46 (z) cosec( )
z

1
1

=
+

) و singularگیـریم. در مـورد نقـاط تکـین (     را در نظر مـی  zاز متغیر مختلط  

  هاي تابع کدام عبارت صحیح است؟   قطب

  نهایت قطب مکرر دارد بی) 2  ک نقطه تکین اساسی داردنهایت قطب ساده و ی بی) 1  

z) 4  فقط یک نقطه تکین اساسی دارد و قطب ندارد) 3     تنها نقطه تکین تابع است =1

z)ـ ضریب جمله 47 i)2+ πدر بسط لورانت تابعcosh zf (z)
(z i)2=

+ π
    عبارت است از: 

  1(
!

1
4

−   2(i
!

π
4

   3(
!

1
4

   4(i
!

π
−

4
   

fهاي تابع ـ مانده48 (z)
z (z )2

1
1

=
−

  ها کدام هستند؟ در قطب 

  1 (,1− o  2 (,1 1−  3(,1o   4 (,o o  
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zeـ بخش اصلی تابع49 cos zf (z)
z3= حولz = o ي  و با قیماندهf  درz = o   کدام هستند؟  

  1 (,
z z3 2
1 1

+o  2 (,
zz z3 2

1 1 11 + +  3(,
zz z3 2

1 1 1 1
2 2

− + −   4(,
zz z3 2

1 1 1 1
2 2

− − +   

ـ اگر 50
sin z , z

f (z) z
, z1

 ≠= 
 =

o

o
)، آنگاه مقدار n)f ( )2 o کدام است؟  

  1 (
n
1

2 1+
  2 (

n( )
n
1

2 1
−

+
  3 (

n( )
n

11
2 1

−−
−

  4 (
n( )

( n )( n)

11
2 1 2

−−
+

  

zfـ سري لوران تابع51 (z)
z k

=
−

zدر ناحیه   k> )k هاي  ثابت) به توانZ   کدام است؟  

  1 (nk k k( )
z zz

2

21+ + + + +K K  2(nz k k( ) ( )
k z z

21+ + + + +K K  

   3(nk k kz ( )
z zz

2

21+ + + + + +K K   4 (nz z z( )
z k kk

2

2
1 1+ + + + + +K K  

zـ52   زیر است؟   fقطب مرتبه چند تابع =1

cos zf (z)
(z ) sin z

+ π
=

− π2 4
1

1
  

  1 (3  2 (4  3 (5  4 (7  

zzefـ مانده تابع53 (z)
(z a)3=

−
 ،a ≠ o .را نسبت به نقطه تکین آن تعیین کنید    

  1 (
aae

2
  2 (a( a)e1+  3(aa( )e1

2
+   4 (aa( )e1

2 6
+  

sinـ مانده تابع54 zf (z)
z (z )2 2 4

=
+

  در نقاص تکین چقدر است؟   

  1 (
j j

jsin j jsin( j)Res f , Res f , Res f
−

−
= = =

o 2 2

1 2 2
4 16 16

  

  2 (
j j

jsin( j)Res f ,Res f Res f
−

= = =
o

o
2 2

2
16

  

  3 (
j j

jsin( j)Res f ,Res f Res f
−

= = =
o 2 2

1 2
4 16

  

  4 (
j j

cos j jsin( j)Res f , Res f , Res f
−

= = =
o

o
2 2

2 2 2
16 16
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zzeـ مانده تابع55
1

1
−

  برابر است با:   −

  1 (1-  2 (1
2

−  3 (1
4

  4 (1  

sinـ مبدا مختصات چه نوع ویژگی براي تابع56 zf (z)
z2= و مانده تابع در این نقطه چیست؟ ددار  

)Resقطب ساده و ) 1   ) 1
2

=o    2 ( قطب مرتبه دوم وRes( ) 1=o  

)Resقطب ساده و ) 3   ) 1=o    4 ( نقطه تکین برداشتنی وRes( ) 1=o  

fـ اگر 57 (z)
(z )(z )

1
1 2

=
+ +

z1ي  در ناحیه f، آنگاه سري لوران تابع   2<   کدام است؟   >

  1 (
n

n n
n

n n

( )( ) z
z 1

21
∞ ∞

+
= =

−
− −∑ ∑

o o
    2 (

n n
n

n n
n n

( ) ( )z
z

1

1 1
1 1

2

+∞ ∞

+ +
= =

− −
+∑ ∑

o o
  

  3 (
n

n n
n

n n

( )( ) z
z1

21
∞ ∞

= =

−
− −∑ ∑

o
    4 (

n n
n

n n
n n

( ) ( )z
z

1

1
1 1

2

−∞ ∞

+
= =

− −
+∑ ∑

o o
  

fـ نقاط تکین58 (z) cot( z)= π   :عبارتند از  

  1 (o  2 (, ,1 2
± ±

π π
o K  3 (, , ,1 2± ±o K  4 (, ,11

2
± ±o K  

nـ شعاع همگرایی سري59 n!

n

zn ( )2

2 3

∞
−

=
  برابر است با:   ∑

  1 (3  2 (1
3

  3 (o  4 (∞  

nـ ناحیه همگرایی سري60

n

z i( )
z

∞

=

−
−∑

o 1
i)ي مختلط کدام است؟ در صفحه  )1= −    

  1 (y x>  2 (y x<  3 (z 1<  4 (z 1>  

zfـ در بسط تابع61 (z)
(z )(z )1 2

=
− +

zدر ناحیه  1 3< − <oضریب جمله ،(z   کدام است؟  −21(

  1(1
27

−   2 (2
27

  3 (2
81

  4 (1
9

  

zefـ شـعاع همگرایـی سـري تیلـور تـابع     62 (z)
(z )(z )(z )(z )1 1 2 3

=
− + − −

zحـول نقطـه     i=   کـدام اسـت؟  

  

  1 (1  2 (2  3 (1
2

  4 (3  
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fـ اگر سري لورانت تابع63 (z)
z z2

1
3 2

=
− +

nبه صورت 
n

n
n n

zf (z) z
1

12

− ∞

+
=−∞ =

= − −∑ ∑
o

به دست آمـده اسـت، دامنـه     

  همگرایی دقیق سري عبارت است از:  

  1 (z<o  2 (z1<  3 (z 2>  4 (z1 2< <  

iـ مانده تابع64 zef (z)
(z )31

π

=
−

  ) آن برابر است با:  singularityدر نقطه تکینی ( 

  1 (
2

2
π  2(i 2

2
π   3(

2

2
π

−   4(i 2

2
π

−   

ـ ناحیه همگرایی سري65
n

n

z( )
n z1

1 3 4
3 1

∞

=

+
  ، عبارت است از   ∑+

  1(Re(z) 1
3

< −   2(Re(z) 5
6

< −   3(Re(z) 1
3

> −   4(Re(z) 1> −   

ـ شعاع همگرایی بسط کسر66
(z )(z )

1
1 3− −

zحول نقطه   3
2

  کدام عدد است؟ =

  1(1
2

   2 (1  3 (3
2

  4 (3  

  کدام است؟   fـ سري لوران تابع 67

f (z) , z
z2

1 1 1 2
1

= < + <
−

  

  1 (
n

n
n

(z ) 1

1
1

2

−∞

+
=

+
−∑

o
  2 (

n

n
n (z ) 2

2
1

∞

+
= +

∑
o

  3 (
n

n
n

(z )
(z ) 2

1 1
2 1 2

∞

+
=

+
−

+ ∑
o

  4(
n

n
n

(z )
(z ) 1

1 1
2 1 2

∞

+
=

+
−

+ ∑
o

  

zfـ تابع68 (z)
z( z e )

1
1

=
+ −

  در مبدا داراي:   

1قطب مرتبه اول با مانده) 1  
18

1قطب مرتبه دوم با مانده) 2  −
18

  

1قطب مرتبه سوم با مانده) 3  
18

1قطب مرتبه سوم با مانده) 4  −
18

  

zfلوران تابعـ بسط 69 (z)
z z2

2 3
3 2
−

=
− +

zدر طوق  2 1< − <o   :عبارتست از  

  1 (n

n
(z )

z
1 2

2

∞

=
− − −

− ∑
o

    2(n n

n
( ) (z )

z
1 1 2

2

∞

=
+ − −

− ∑
o

     

  3(n n

n
( ) (z )

z
1 1 2

2

∞

=
− + − −

− ∑
o

   4(n

n
(z )

z
2 2

2

∞

=
− − −

− ∑
o
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zfـ مقدار مانده تابع70 (z) e sinh( )

z
1

zدر  = = o   :برابر است با  

  1(
n ( n)!( n )!

1
2 2 1

∞

= +∑
o

   2(
n n!( n )!

1
2 1

∞

= +∑
o

   3( 1   4(
n ( n)!( n )!1

1
2 2 1

∞

= +∑   

zـ دنباله همگراي71 , z ,1 2 K را که در آنnz ( ) i( )
n n

1 5 11 3 1
4

= − + حد دنبالـه باشـد،    C گیریم. اگر ، در نظر می+

nzتعداد جملات دنباله که خارج ناحیه c /0 01−   باشند، چندتاست؟  می >

  1 (326  2 (301  3 (325  4 (300  
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   ) پاسخ تست3-7

  2گزینه ) 1
n

n
n

( )I
(z ) 1

2
1

∞

+
=

−
=

−
∑

o
  

  آزمون کوشی:

n

n nn
L lim z

zz 1
2 2 1 1 2

11 +→∞
= = < ⇒ − >

−−
  

  3گزینه ) 2

n

n
z , z

z
1 1

1

∞

=
= <

− ∑
o

  

  گیریم: از سري فوق انتگرال می
n

n

z z zLn( z) z , z
n

1 2 3
1 1

1 2 3

+∞

=
− − = = + + + <

+∑
o

K  

  4گزینه ) 3

zf (z) e ( z z )( )
z z !z !z

1
2

2 3
1 1 1 11 1

1 2 3
= = + + + + + + +

−
K K  

e
! !

1 11 1
2 3

= + + + = −Kضریب( )
z
1  

  2گزینه ) 4

z zf (z)
(z )(z ) z zz z2

2 3 2 3 1 1
1 2 1 23 2

− −
= = = +

− − − −− +
  

zسري لوران را در همسایگی zي  احیه، در ن=2 2 1−   نویسیم: می >

f (z) g(z) , z
z

1 2 1
2

= + − <
−

  

g(z) g( t) , t
z t

1 12 1
1 1

= ⇒ + = <
− +

  

n n n n n n

n n n
g(z) ( ) t ( ) (z ) , f (z) ( ) (z ) , z

z

∞ ∞ ∞

= = =
= − = − − ⇒ = + − − − <

−∑ ∑ ∑
o o o

11 1 2 1 2 2 1
2

  

  3گزینه ) 5

n nisin (in) i sinh(n) (e e )
2

−= = −  
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  آزمون کوشی:

n n

n
i e e

(z i)2

−−

+
∑  

n n

n nn

e e eL lim z i e
z iz i

−

→∞

−
= = < ⇒ + >

++

1 1
2

  

  1گزینه ) 6
n n

n n

n n

z zcos z ( ) cos z ( )
( n)! ( n)!

∞ ∞
+

= =
= − ⇒ − = −∑ ∑

o

2 2
1

1
1 1 1

2 2
  

n n
n n

n n

cos z z z( ) ( )
( n)! ( n)!z

2 2 2 2
1 1

2
1 1

1 1 1
2 2

− −∞ ∞
+ −

= =

−
= − = −∑ ∑  

  4گزینه ) 7
in n

in
n

n n

e (z )S ,S , e , in n
(z ) in

2
1 2

1

1 1 11
1 2 41
2

∞ ∞

= =

+
= = = + = +

+ +
∑ ∑

o
  

  آزمون کوشی:

n nn
L lim z

zz
1

1 1 1 1 1
11→∞

= = < ⇒ + >
++

  

n

nn

z
L lim z z

n
2

2

1
1 1 1 1

1
4

→∞

+
= = + < ⇒ + <

+
  

  باشد یعنی ناحیه همگرایی آن تهی است. براساس نتایج فوق، سري همواره واگرا می

  4گزینه ) 8

z
z
44 1> ⇒ <  

n n n

n n n
n n nz z z z zz( )

z

−∞ ∞ ∞

+
= = =

= = = =
− −

∑ ∑ ∑
o o

1

1
1

1 1 1 4 4 4
44 1

  

n n

n
z

z
1

1

1 4
4

∞
− −

=
=

− ∑  

    2گزینه ) 9

nz
n

n n
e ( )

n! z n!z

1 1 1 1∞ ∞

= =
= =∑ ∑

o o
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  4گزینه ) 10

z z z z , z
z

2 3 41 1 1
1

= + + + + + <
−

K  

  گیریم: از سري فوق، مشتق می

z z z , z
( z)

2 3
2

1 1 2 3 4 1
1

= + + + + <
−

K  

( z) ( z) ( z) , z
z ( ( z))

2 3
2 2
1 1 1 2 1 3 1 4 1 1 1

1 1
= = + + + + + + + + <

− +
K  

  2گزینه ) 11

z
z zze ! !f (z)

zz z

2

2 2

11 2 2
+ + + +−

= = =
K K

  

zبنابراین = oباشد. ، قطب مرتبه اول می  

  1گزینه ) 12

z 1= tباشد با فرض نقطه تکین می − z 1= zیا + t 1= −  

tzf (z) z e (t ) e (t t )( )
t !t !t

11
2 2 21

2 3
1 1 11 2 1 1

2 3
+= = − = − + + + + +K  

!
1 11 1
3 6

= − + )ضریب= )
z

1
1

=
+

)ضریب )
t
1  

  3) گزینه 13

  آزمون کوشی:

ni i

z zn
n

L lim e e

i i i(x y ixy) i(x y ) xy
z x y ixy (x y ) x y (x y ) x y

→∞
= =

− − − +
= = =

− + − + − +

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 4 4

  

xyi iRe( )
(x y ) x yz z xye e e

(x y ) x y

xy

− += = < ⇒ <
− +

<

o

o

2
2 2 2 2 22 2 4

2 2 2 2 2
21

4  

  2گزینه ) 14

f (z) , z
(z )(z )z2

1 1 1 2
1 11

= = + >
+ −−
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t z f (z) f ( t) , t

t(t )
= + ⇒ = − + = >

−
11 1 2

2
  

t
t
22 1> ⇒ <  

n n

n n
n n

f (z) , t
t t tt ( )

t

∞ ∞

+
= =

= = = >
−

∑ ∑
o o

2 22

1 1 2 2 2
21

  

n

n
n

f (z) , z
(z ) 2

2 1 2
1

∞

+
=

= + >
+

∑
o

  

f (z)
(z ) (z )2 3

1 2
1 1

= +
+ +

  

  3گزینه ) 15
n n n n

n n
n n

n n
( z ) (z ) , c ,c

n n n n

1

1
1 1

3 6 1 6 62 1
2 1

+∞ ∞

+
= =

+ = + = =
+∑ ∑  

n
n nn

c nlim lim R
R c n

+

→∞ →∞
= = = ⇒ =

+
11 6 16

1 6
  

  1گزینه ) 16

sin zf (z) tan z
cos z

= =  

cosهاي ساده قطب z z ( k )2 1
2
π

= ⇒ = +o  

z ( k )

sin zRes(f )
(cos z) 2 1

2

1π
= +

= = −
′

  

  4) گزینه 17

  باشد. ) می12ست مشابه تست (این ت

  2) گزینه 18

ي اول بسط لوران به صورت  )، دو جمله14براساس پاسخ تست (
(z ) (z )2 3

1 2
1 1

+
+ +

باشد بنابراین ضریب می 
(z )3

1
1+

برابر  

  است. 2

  3) گزینه 19

z z z z z zf (z)
z z z z(z ) z(z i) (z i)

3 3 3

5 3 2 2 2 2
2 1 2 1 2 1

2 1
− + − + − +

= = =
+ + + − +
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zبنابراین = o قطب ساده وz i=   باشند. ) می2قطب دوگانه (مرتبه  ±

  4) گزینه 20

t z 1= −  

t tf (z) f ( t) ( t) e (t t )e
1 1

2 21 1 2 1= + = + = + +  

f (z) (t t )( )
t !t !t

2
2 3

1 1 12 1 1
2 3

= + + + + + +K  

!
1 131 1
3 6

= + + )ضریب= )
z

1
1

=
−

)ضریب )
t
1  

  4) گزینه 21

f (z)
z(z )(z ) z z z

2 1 2 1
1 2 1 2

= = − +
− − − −

  

zz ,
z

< < ⇒ < <
11 2 1 1

2
  

n
n

, z
z z zz( )

z

2 2 2 1 1
11 1

∞

=
− = − = − >

− −
∑

o
  

n

n
n

z , z
zz ( )

1 2 1 2
2 2 22 1

2

∞

=
= = − <

− − −
∑

o
  

n

n n
n n

zf (z) , z
z z z
1 2 1 1 1 2

2 2

∞ ∞

= =
= − − < <∑ ∑

o o
  

n

n n
z z zf (z) ( ) ( )

z z z z z

2

2
1 2 1 1 1 11 1

2 2 4 2
= − + + + + + − + + + + +K K K K  

  3) گزینه 22

  آزمون کوشی:

n
n

n

z zlim
z z
2 2 1

2 1 2 1→∞
= <

+ +
  

z x i y
z x i y
2 2 2

2 1 1 2 2
+

=
+ + +

  

z x y ( x) y x x
z

Re(z)

2 2 2 22 11 4 4 1 2 4 1 4
2 1 4

1
4

< ⇒ + < + + ⇒ + > ⇒ > −
+

> −

o
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  3) گزینه 23

z = o تابع  3صورت است بنابراین قطب مرتبه  1ي مرتبه  مخرج و ریشه 4ي مرتبه  ریشهsinh z
z4 باشد. می  

zsinh z z
!

3

3
= + +K  

مانده برابر 
!

1 1
3 6

sinhاست = z
!zz z4 3

1 1
3

= + + ⇒K  

  4) گزینه 24

cosبسط مک لورن zي ، شامل جمله
n

n z( )
( n)!

−
2

1
2

  است بنابراین 

n
n

cos zf (z) ( )
( n)!zz2 1

11
2+

= = + − +K K  

fي بنابراین مانده (z)  درz = o  برابر
n( )

( n)!
1

2
  باشد. می −

  2) گزینه 25

  آزمون کوشی:

ni i
z zn

n
lim e e1 1 1+ +
→∞

= <  

i i i(x iy) i(x ) y
z x iy (x ) y (x ) y2 2 2 2

1 1
1 1 1 1

+ − + +
= = =

+ + + + + + +
  

yi
(x ) yz ye e y

(x ) y
2 211

2 21
1

+ ++ = < ⇒ < ⇒ <
+ +

o o  

  4) گزینه 26

z = o باشد. تکین اساسی می  

z
!z e z ( ) z z

z ! !z!z !z

1
2 2 2

2 32
1 1 1 1 11

2 32 3
= + + + + = + + + +K K  

zبنابراین مانده در  = o  برابر
!

1 1
3 6

  باشد.  می =

  3) گزینه 27

t z 1= −  
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tf (z) f ( t) ( t) sin( ) ( t) sin( )
t t

1 11 1 1 1+
= + = + = + +  

f (z) ( t)(cos sin sin cos )
t t
1 11 1 1= + +  

f (z) (cos )( t)( ) (sin )( t)( )
t !t !t

= + − + + + − +K K3 2
1 1 11 1 1 1 1

3 2
  

cos sin(cos )( ) (sin )( )1 2 1 11 1 1
2 2

−
= + − )ضریب = )

z
1

1
=

−
)ضریب )

t
1  

  2) گزینه 28

f (z)
(z )(z ) z z

2 1 1
1 3 1 3

= = −
+ + + +

  

zz ,
z
11 3 1 1

3
< < ⇒ < <  

n n

n n
n n

( ) ( ) , z
z z z zz( )

z
1

1 1 1 1 1 1
11 1

∞ ∞

+
= =

− −
= = = >

+ +
∑ ∑

o o
  

n n n n

n n
n n

( ) z ( ) z , z
zz ( )

∞ ∞

+
= =

− −
− = − = − = − <

+ +
∑ ∑

o o
1

1 1 1 1 1 3
3 3 3 33 1

3

  

n n n

n n
n n

( ) ( ) zf (z) , z
z 1 1

1 1 1 3
3

∞ ∞

+ +
= =

− −
= − < <∑ ∑

o o
  

  4) گزینه 29

z = oي تکین تابع است. یک نقطه  

sin k z , k , ,...
z z k

= ⇒ = π ⇒ = = ± ±
π

o1 1 1 1 2  

zط نقا , k , ,
k
1 1 2= = ± ±
π

K ي تابع هستند. قطب ساده  

چون
k
lim

k
1

→∞
=

π
o بنابراین در هر همسایگیz = o     نقاط تکـین دیگـري وجـود دارد بنـابراین ،z = o     یـک تکـین غیرتنهـا

  باشد. می

  ) گزینه صحیح ندارد.30

t z 1= −  

t t
t te( )e( t) e e( t e ) ! !f (z) f ( t)

t t t

2 3

1

2 2 2
1 1 2 31

+ − + ++ − + −
= + = = =

K
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n n

n n

t t t (z )f (z) e( ) e e
! ! ! (n )! (n )!

21 1
2 3 4 2 2

∞ ∞

= =

−
= − + + + = − = −

+ +∑ ∑
o o

K  

(n)
(n)e f ( ) ef ( )

(n )! n! (n )(n )
− = ⇒ = −

+ + +
1 1

2 2 1
  

  4) گزینه 31

g(z) cosh z g( ) g ( ) ,g ( )1 ′ ′′= − ⇒ = = ≠o o o o o  

z = o  2ریشه مرتبه ،cosh z1−  1و ریشه مرتبه ،sinh z تابع  1ست بنابراین قطب مرتبه اf (z) باشد. می  

z z z zz

zsinh z z zRes(f ) lim zf (z) lim lim lim
cohz cos hz sinh z

2 2 2
1 1→ → → →=

= = = = = −
− − −o o o oo

  

  4) گزینه 32

zنقطه = oي همگرایی سري لوران  ، تکین تابع است بنابراین ناحیهz 1 1− zیا  > 1 1−   باشد. می <

f (z)
z (z )
1 1

1 1
= =

+ −
  

n n

n
f (z) ( ) (z ) , z

(z )
1 1 1 1 1

1 1

∞

=
= = − − − <

+ − ∑
o

  

n

n
n

( )f (z) , z
(z ) z z (z )

z

1 1 1 1 1 1 1
11 1 1 1 11

1

∞

=

−
= = = − >

+ − − − −+
−

∑
o

  

zسري لوران مربوط به  1 1− یا  <
z

1 1
1

<
−

  ) موجود است.4در گزینه ( 

  3) گزینه 33

zنقاط تکین تابع i , , i1 2= − zگرایی با کوتاهترین فاصله بین باشد. شعاع هم می − 1=o .و نقاط تکین تابع، برابر است  

i , ( ) , i R− = − − = + = ⇒ =1 2 1 1 2 1 2 5 2  

  4) گزینه 34

sin
z

tan cos
z zf (z) e e

1

1 1

= =  

cos ( k ) z , k , , ,
z z ( k )
1 1 22 1 1 2

2 2 1
π

= ⇒ = + ⇒ = = ± ±
+ π

o o K  

zنقاط تکین تابع به صورت ,
( k )

2
2 1

=
+ π

o باشد. چون  می
k
lim

( k )→∞
=

+ π
o2

2 1
zبنابراین در هر همسایگی  = o تکـین  ، نقاط

zدیگري از تابع نیز وجود دارد یعنی = o باشد. نقطه تکین غیرتنها می  
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  1) گزینه 35

zg(z) e g( ) ,g ( )1 ′= − ⇒ = ≠o o o o  

z = o  قطب مرتبه یکze fباشد بنابراین قطب مرتبه دوم  می−1 (z) .است  
z z z

z z z z zz z z zz

z e ze ze zRes(f ) lim( ) lim lim lim
e (e ) e (e ) (e )→ → → →=

− − − −′= = = =
− − − −o o o oo 2

1
1 1 2 1 2 1

  

zzz
Res(f ) lim

e
1 1

22→=

−
= = −

oo
  

  4) گزینه 36

z f.  یک نقطه تکین اساسی تابع است =1 (z) sec( )
z cos( )

z

1 1
11

1

= =
−

−

  

cos ( k ) z , k , ,
z z ( k )

1 1 22 1 1 1 2
1 1 2 2 1

π
= ⇒ = + ⇒ = + = ± ±

− − + π
o o K  

z باشد نقطه تکین غیرتنهاي اساسی می 1=
k
lim

( k )→∞
+ = ⇒

+ π
o21

2 1
  

zنقاط
( k )

21
2 1

= +
+ π

،k , ,1= ±o K.قطب ساده هستند ،  

  1) گزینه 37

z = o 3ي مرتبه  ریشه ،z3 2ي مرتبه  ریشه و ،cos z1− باشد بنابراین میz = o ي  قطب سادهf (z) .است  

z z zz

z
cos zRes(f ) lim zf (z) lim lim
z z

2

2 2
1 12

2→ → →=

−
= = = =

o o oo
  

  1) گزینه 38

z zf (z) sin(sin z) sin(z )
! !

3 5

3 5
= = − + −K  

z z z z zf (z) (z ) (z ) z z
!

3 3 3 3 3
31

6 3 6 6 6 3
= − + − − + + = − − + = − +K K K K K  

  4) گزینه 39

z = o  تابع است بنابراین 2قطب مرتبه  
zz

z zz

e (z z)( cos z) z sin zz eRes(f ) lim( ) lim
cos z ( cos z)→ →=

 + − − ′= = =
− −o oo

2 22

2

2 1

1 1
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z z

z z(z z)( ) z
lim lim

z z

2 4
2 3

4 4

2
2 2 2

4 4
→ →

+ −
= =

o o
  

  4) گزینه 40

sinh( i) i sin( )π = π = o  

z i= π ي مرتبه یک  ریشهsinh(z) ي مرتبه دو  و ریشه(z )2 2 2+ π باشد. است بنابراین قطب ساده تابع می  

z i z iz i

(z i) sinh zRes(f ) lim (z i)f (z) lim
(z i) (z i)2 2→π →π=π

− π
= − π =

+ π − π
  

z i z iz i

sinh z cosh z cos( )Res(f ) lim lim
(z i)2 2 2 2

1
4 4 4 4→π →π=π

π
= = = =

− π − π − π − π π
  

  2) گزینه 41

f (z)
z(z )(z ) z z z

2 1 2 1
1 2 1 2

= = − +
− − − −

  

zz ,
z

< < ⇒ < <
11 2 1 1

2
  

( ) , z
z z z zz( )

z
2

2 2 2 1 11 1
11 1

− = − = − + + + >
− −

K  

z z( ) , z
zz ( )

= = − + + + <
− − −

K
21 1 1 1 2

2 2 2 42 1
2

  

zf (z) ( ) ( ) , z
z z z
1 2 1 11 1 1 2

2 2
= − + + − + + < <K K  

1 2 1= − = )ضریب− )
z
1  

  4) گزینه 42

sin(t ) cos tt z f (z) f (t )
t t

2
2 2

π
−π π −

= + ⇒ = − = =  

n
n

n n

n n

(z )tf (z) ( ) ( )
t ( n)! ( n)!

2 1
2

11 21 1
2 2

−
∞ ∞

+

= =

π+
= − − = −∑ ∑

o o
  

  4) گزینه 43

  آزمون کوشی:
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n
n

n

z i z ilim
z i z i→∞

+ +
= <

− −
1

3 3
  

x iy i x (y ) x (y ) y y
x iy i

Im(z)

2 2 2 21 1 3 1 2 9 6
3

1

+ +
< ⇒ + + < + − ⇒ + < −

+ −

<

  

  4) گزینه 44

z
z z2

1 11 1 1> ⇒ < ⇒ <  

n
n

n
f (z) ( )

z z zz ( )
z

2 2 22
2

1 1 1 11
11 1

∞

=
= = = −

+ +
∑

o
  

f (z) , z
z z z2 4 6
1 1 1 1= − + − >K  

bبنابراین ,a2 21= = o باشد. می  

  3) گزینه 45
nz nz nz z

n n
n

a a a, f (z) , f (z)
n n n

+∞

+
=

= =
+ + +∑

o
11 1 2

  

  آزمون نسبت (دالامبر):

z zn
n nn

f (z) nlim lim ( a ) a
f (z) n

1 1 1
2

+

→∞ →∞

+
= = <

+
  

z x iy xa a a , a x Re(z)1 1+= = < < < ⇒ > ⇒ >o o o  

  1) گزینه 46

z 1=   باشد. نقطه تکین اساسی می−

f (z)
sin( )

z

1
1

1

=

+

  

sin k z , k , ,
z z k

1 1 11 1 2
1 1

= ⇒ = π ⇒ = − + = ± ±
+ + π

o K  

z 1= باشد تکین غیرتنهاي اساسی می  نقطه −
k
lim ( )

k
11 1

→∞
− + = − ⇒

π
  

zنقاط  ,K , ,
k
11 1 2= − + = ± ±
π

Kهاي ساده هستند. ، قطب  

  1) گزینه 47

http://www.SANJESH.IR


 ریاضیات مهندسی
WWW.SANJESH.IR     »237« 

  
cosh(t i)t z i f (z) f (t i)

t2
− π

= + π ⇒ = − π =  

cosh(t i) cos i(t i) cos( it) cos(it) cos ht− π = − π = π + = − = −  

cosh t t t tf (z) ( )
! ! !t t

2 4 6

2 2
1 1

2 4 6
= − = − + + + +K  

!
1
4

= z)ضریب− i)2+ π=ضریب(t )2  

  2) گزینه 48

z zz
Res(f ) lim(z )f (z) lim

z→ →=
= − = =21 11

11 1  

2
2z z zz

1 1Res(f ) lim(z f (z)) lim( ) lim 1
z 1 (z 1)→ → →=

−′ ′= = = = −
− −o o oo

  

  1) گزینه 49
ze cos z z z zf (z) ( z )( )

! ! !z z

2 2 4

3 3
1 1 1

2 2 4
= = + + + − + −K K  

z zf (z) ( z )
z z z

2 2

3 2 3
1 1 11

2 2
= − + + = +  

zي مانده در نقطه = o .برابر صفر است  

  2) گزینه 50
k

k

k

zf (z) sin z ( )
z z ( k )!

2 11 1 1
2 1

+∞

=
= = −

+∑
o

  

n n
n nz ( )k n ( ) z

z ( n )! ( n )!

+ −
= ⇒ − =

+ +

2 1
21 11

2 1 2 1
  

( n) n n
( n)f ( ) ( ) ( )f ( )

( n)! ( n )! n

2
21 1

2 2 1 2 1
− −

= ⇒ =
+ +

o o  

  1) گزینه 51

kz k
z

1> ⇒ <  

n
n

n
n

z k k k kf (z) ( )
kz k z zz z
z

2

2
1 1

1

∞

=
= = = = + + + + +

− −
∑

o
K K  

  1) گزینه 52

g(z) cos z g( ) g ( ) , g ( )1 1 1 1′ ′′= + π ⇒ = = ≠o o  
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h(z) (z ) sin z (z ) (z ) sin z2 4 4 41 1 1= − π = + − π  

z zباشد بنابراین   می g(z)تابع 2ي مرتبه  و ریشه h(z)تابع 5ي مرتبه  ریشه =1 fتابع  3قطب مرتبه  =1 (z) .است  

  3) گزینه 53

z a= قطب مرتبه سوم تابعf (z) است  

z a
z a z az a

aRes(f ) lim((z a ) f (z)) lim(ze ) ( )e
! → →=

′′ ′′= − = = +31 1 1
2 2 2

  

  3) گزینه 54

zهاي ساده:  قطب (z ) z , i , i2 2 4 2 2+ = ⇒ = −o o  

zz

zsin zRes(f ) lim
z (z )2 2

1
44→=

= =
+oo

  

z i z iz i

(z i) sin z sin z iRes(f ) lim lim sin ( i)
z (z i)(z i) z (z i)2 22 22

2 2
162 2 2→ →=

−
= = =

− + +
  

z i z iz i

(z i)sin z sin z iRes(f ) lim lim sin ( i)
z (z i)(z i) z (z i)2 22 22

2 2
162 2 2→− →−=−

+
= = =

− + −
  

  2) گزینه 55

z   باشد. تکین تابع می =1

tt z f (z) f ( t) ( t)e
1

1 1 1
−

= − ⇒ = + = +  

f (z) ( t)( )
t !t2
1 11 1

2
= + − + −K  

:مانده در  z1 11 1
2 2

= − + = − )ضریب= )
z

=
−
1

1
)ضریب )

t
1  

  3) گزینه 56

z = o قطب مرتبه یک (ساده) تابعsin z
z2 باشد.  می  

zz

zsin zRes(f ) lim
z→=

= =
oo 2 1  

  2) گزینه 57

f (z)
(z )(z ) z z

1 1 1
1 2 1 2

= = −
+ + + +

  

zz ,
z

< < ⇒ < <
11 2 1 1

2
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n n

n n
n n

( ) ( ) , z
z z z zz( )

z

∞ ∞

+
= =

− −
= = = >

+ +
∑ ∑

o o
1

1 1 1 1 1 1
11 1

  

n n
n n

n n
n n

z ( )( ) z , z
zz ( )

+∞ ∞

+
= =

−
− = − = − − = <

+ +
∑ ∑

o o

1

1
1 1 1 11 2

2 2 2 22 1
2

  

n n
n

n n
n n

( ) ( )f (z) z , z
z

1

1 1
1 1 1 2

2

+∞ ∞

+ +
= =

− −
= + < <∑ ∑

o o
  

  3) گزینه 58

cos( z)f (z) cot( z)
sin( z)

π
= π =

π
  

sin( z) z k z k ; k , ,1 2π = ⇒ π = π ⇒ = = ± ±o o K  

  1) گزینه 59

  آزمون کوشی:

n n!

n

zn ( )2

2 3

∞
−

=
∑  

nn! (n )! (n )!
n nn

n n n

z z zL lim n lim n lim n
2 1 1

2

3 3 3

− − −
−

→∞ →∞ →∞
= = =  

zاگر  1
3

Lباشد آنگاه  < =   و سري واگراست ∞

zاگر  1
3

Lباشد آنگاه  > = o و سري همگرا خواهد بود بنابراین ناحیه همگراییz   باشد. می 3و شعاع همگرایی برابر  >3

  1) گزینه 60

  آزمون کوشی:

n
n

n

z i z ilim
z z

1
1 1→∞

− −
= <

− −
  

x iy i x (y ) (x ) y y x
x iy

x y

2 2 2 21 1 1 2 2
1

+ −
< ⇒ + − < − + ⇒ − < −

+ −

<

  

  3) گزینه 61

tt z f (z) f ( t) , t
t(t )

11 1 3
3

+
= − ⇒ = + = < <

+
o  
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tt 3 1
3

< ⇒ <o  

n
n

n
n

( )f (z) t
tt t t t( )

1 1 2 1 1 2 1 1 2 1
3 3 3 3 3 3 9 33 1

3

∞

=

−
= + = + = +

+ +
∑

o
  

n
n

n
n

( )f (z) (z ) , z
(z )

1 2 1 1 1 3
3 1 9 3

∞

=

−
= + − < − <

− ∑
o

o  

2
81

z)ضریب= )21−  

  2) گزینه 62

zنقاط تکین: , , ,1 1 2 3= −  

i , i , i , i R1 2 1 2 2 5 3 10 2− = + = − = − = ⇒ =  

  4) گزینه 63

f (z)
(z )(z ) z zz z2

1 1 1 1
1 2 2 13 2

= = = −
− − − −− +

  

nدر سري 

n
z

1−

=−∞
قدر نسبت سري هندسی برابر ∑

z
است و در سري 1

n

n
n

z
12

∞

+
=

∑
o

zقدر نسـبت سـري هندسـی برابـر     
2

اسـت   

  بنابراین

z
z
1 1 1< ⇒ >  

z z1 2
2

< ⇒ <  

z1بنابراین ناحیه همگرایی 2<   باشد. می>

  1) گزینه 64

z   باشد. می 3قطب مرتبه  =1

i z i
z zz

Res(f ) lim((z ) f (z)) lim(e ) e
!

2 2
3

1 11

1 11
2 2 2 2

π π

→ →=

π π′′ ′′= − = = − =  

  2) گزینه 65

  آزمون کوشی:

n
n

n

z zlim
n z z
1 3 4 3 4 1

3 1 3 1→∞

+ +
= <

+ +
  

http://www.SANJESH.IR


 ریاضیات مهندسی
WWW.SANJESH.IR     »241« 

  
x iy ( x ) y ( x ) y
x iy

2 2 2 23 4 3 1 3 4 9 3 1 9
3 1 3

+ +
< ⇒ + + < + +

+ +
  

x x x 524 16 6 1
6

+ < + ⇒ < −  

  1) گزینه 66

zنقاط تکین , z1 3= =  

, R3 1 3 3 11 3
2 2 2 2 2

− = − = ⇒ =  

  1) گزینه67

f (z)
(z )(z )z2

1 1
1 11

= =
− +−

  

t z f (z) f (t ) , t
t(t )

11 1 1 2
2

= + ⇒ = − = < <
−

  

tt1 2 1
2

< < ⇒ <  

n n

n n
n n

t (z )f (z)
t tt( )

1

1
1 1 1

2 2 22 1
2

−∞ ∞

+
= =

+
= = − = −

− −
∑ ∑

o o
  

  3) گزینه 68

z z z z zz e z ( z ) ( )
! ! ! !

2 2 3 4
1 1 1

2 2 3 4
+ − = + − + + + = − + + +K K  

z = o  تابع 3قطب مرتبهf باشد میf (z)
z zz ( )

2
3

1
1
2 6 24

−
= ⇒

+ + +K
  

z z

z z
z z

z z

z z

z

z

2

2
2

2

2

2

2

11
2 6 24

2 11 23 12 3 18

3 12

3 9
1

36
1

36

+ + +

+ + + − + +

− − +

− − +

+

+

K

K K

K

K

K

K

KK
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f (z) ( z z )
zz z z

2
3 3 2
1 2 1 2 2 12

3 18 183
= − − + + = − + − +K K  

zمانده در  = o 1برابر
18

  است. −

  2) گزینه 69

zf (z)
(z )(z ) z z

2 3 1 1
1 2 1 2

−
= = +

− − − −
  

n n n n

n n
( ) (z ) f (z) ( ) (z ) , z

z (z ) z
1 1 11 2 1 2 2 1

1 2 1 2

∞ ∞

= =
= = − − ⇒ = + − − < − <

− − + −∑ ∑
o o

o  

  1) گزینه 70

z z z zf (z) e sinh( ) ( z )( )
z ! ! ! z !z !z

2 3 4

3 5
1 1 1 11

2 3 4 3 5
= = + + + + + + + +K K  

n! ! ! ! ( n)!( n )!
1 1 11

2 3 4 5 2 2 1

∞

=
= + + + =

+∑
o

Kضریب( )
z
1  

  3) گزینه 71

n nn

iC lim Z i z c
n n

1 5 33
4 4→∞

= = + ⇒ − = − +  

nz c / n
n n
1 25 139 0 01 325

16 4
− = + = < ⇒ >  

nzي بنابراین جملاتی که خارج ناحیه c /0 01− zقرار دارند عبارتند از> , z , , z1 2 325K باشند. جمله می 325که  
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  هاي مختلط انتگرال فصل چهارم:

  ) انتگرال روي خط در صفحه مختلط4-1

aدر صفحه، معمولاً به صورت پارامتري Cمنحنی  t b≤ yو  ≥ y(t)=  وx x(t)= شود. به ازاي هر مقدار پارامتر  بیان می

z، یک نقطه tحقیقی  (x, y)= شود بنابراین خم  در صفحه مشخص میC توان نمایش داد را به صورت زیر نیز می  

z(t) x(t) iy(t) ,a t b= + ≤ ≤  

م اگـر نقـاط   نـامی  را بسته می Cباشد. خم  می z(b)و نقطه پایان آن  z(a)دار است که نقطه شروع آن  ، جهتCمنحنی 

z(a)شروع و پایان بر هم منطبق باشند یعنی  z(b)=  در غیر اینصورت خمC نامیم. را باز می  

t، فمختل ـ tساده است اگر بـه ازاي هـر دو    Cگوئیم اگر خودش را قطع نکند. بنابراین خم باز  را ساده می Cخم  t1 2≠ ،

z(t ) z(t )1   باشد اگر فقط نقاط شروع و پایان آن بر هم منطبق باشند. ساده می Cباشد و خم بسته  ≠2

aي  در بازه z(t)نامیم اگر  اي می پیوسته قطعهرا  Cمنحنی  t b≤ اي باشد یعنی تعداد نقاط ناپیوسـتگی   پیوسته قطعه ≥

  در این بازه متناهی بوده و در نقاط ناپیوستگی داراي حدود چپ و راست باشد. z(t)تابع

y(t)اگر توابع , x(t)  در بازهa t b≤   نامیم و در این صورت پذیر می را مشتق C   پذیر باشند آنگاه خم ، مشتق≥

z (t) x (t) iy (t) , a t b′ ′ ′= + ≤ ≤  

dz dx idy (x (t) iy (t))dt′ ′= + = +  

aي را در بازه Cخم  t b≤ zنامیم اگر  اي می ، هموار قطعه≥ (t)′ اي باشد. در این بازه، پیوسته قطعه  

جهت داراي جهت مثبت است اگر جهت آن خلاف  Cباشد در این صورت خم  Cي همبند ساده با مرز  یک ناحیه Dاگر 

   هاي ساعت باشد حرکت عقربه

 

، همبند غیر ساده (مرکب) باشد در اینصورت جهت مثبـت بـراي مـرز خـارجی در خـلاف جهـت حرکـت        Dي  اگر ناحیه

  باشد. هاي ساعت می هاي ساعت و براي مرزهاي داخلی هم جهت با حرکت عقربه عقربه

 

 

(مرز خارجی  1c 3 و مرزهاي داخلی  2c ,c با جهت مثبت)   

C
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  انتگرال مختلط:      

z(t)ي  اي با معادله  ، هموار قطعهCاگر خم  x(t) iy(t),a t b= + ≤ fباشد آنگاه انتگرال  ≥ (z)  روي منحنیC    بـه صـورت

  زیر است
b

c a
f (z)dz f (z(t))z (t)dt′=∫ ∫  

fاگر  (z) f (x iy) u(x, y) iv(x, y)= + =   باشد آنگاه +

c cc c
f (z)dz (u iv)(dx idy) (udx vdy) i (udy vdx)= + + = − + +∫ ∫ ∫ ∫  

، بسته باشد در اینصورت انتگرال مختلط به صورتCاگر خم 
c
f (z) dz∫Ñ شود. نمایش داده می  

  : 1نکته 

Cرا به دو قسمت Cالف) اگر مسیر  ,C2   تقسیم کنیم آنگاه 1

c c cf (z)dz f (z)dz f (z)dz
1 2

= +∫ ∫ ∫  

)را عوض کنیم آن را به صورت  Cاگر جهت مسیر ب)  C)− دهیم در اینصورت نمایش می  

c cf (z)dz f (z)dz− = −∫ ∫  

  قضیه کوشی:

fباشد و تابع  Dي  اي بوده و مرز حوزه ، هموار قطعهCاگر خم  (z)  داخل و روي منحنیC تحلیلی باشد آنگاه  

c
f (z) dz =∫ oÑ  

  شامل مرز خارجی و مرزهاي داخلی است. Cمرکب باشد آنگاه مرز  Dي  در قضیه کوشی اگر حوزه

fدر شکل زیر اگر  (z) ي  در حوزهD هاي  و روي خمC ,C2   تحلیلی باشد آنگاه  1

 

c c
f (z) dz f (z) dz

1 2
+ =∫ ∫ oÑ Ñ  

C ,C2   هر دو جهت مثبت دارند. 1

C)در شکل زیر مرز خارجی  C)داراي جهت مثبت و مرزهاي داخلی 1( ,C )3 داراي جهت منفـی هسـتند بنـابراین اگـر      2

f (z) ي  در حوزهD هاي و روي خمC ,C ,C3 2   تحلیلی باشد آنگاه  1
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c c c
f (z) dz f (z) dz f (z) dz

1 2 3
= +∫ ∫ ∫Ñ Ñ Ñ  

  نتایج قضیه کوشی:

Cدو نقطه از این ناحیه هستند. اگر  B , Aیک ناحیه همبند ساده باشد و  D) فرض کنید 1 ,C2 دو منحنی دلخواه در  1

D  باشند که نقطهA  را بهB فرض تحلیلی بودن کنند در این صورت با وصل میf (z)  درD  انتگـرال ،f (Z)  ازA   تـاB 

Cهاي  بر خم ,C2   با هم برابرند. 1

c c
f (z)dz f (z)dz

1 2
=∫ ∫  

fي بالا به این معناست که اگر  رابطه (z)  درD ،انتگرال تحلیلی باشد
c
f (z)dz∫.مستقل از مسیر است  

f) فرض کنید2 (z) ي  در حوزهD ي  تعریف شده و خم سادهC ي  در این حوزه نقطهzo ي  را به نقطهz1    وصـل کنـد در

Fي در رابطه F(z)اینصورت اگر تابع تحلیل (z) f (z)′   صدق کند آنگاه=

c
f (z) dz F(z ) F(z )1= −∫ o  

fي را تابع اولیه F(z)تابع (z) نامیم. می  

  تقسیم کنیم. توانیم هاي کنکور به سه گروه زیر می هاي مختلط را در تست : انتگرال2نکته 

fاگر) 1 (z)  تـابع  با استفاده از باز تابع تحلیلی باشد انتگرال آن روي مسیر بسته برابر صفر است و انتگرال آن روي مسیر

 اولیه (نتیجه قضیه کوشی) قابل محاسبه است.

f) اگر 2 (z) ي  داخل و روي مسیر بستهC هـا اسـتفاده    عدادي نقطه تکین تنها باشد در اینصورت از قضیه مانـده داراي ت

  کنیم. را معرفی میکنیم که در بخش بعد آن  می

f) اگر3 (z)     تابع غیر تحلیلی باشد بطوري که شامل نقاط تکین غیرتنها بوده و یا نقاط غیرتحلیلـی آن تکـین نباشـند در

  کنیم. ي مسیر، انتگرال مختلط را محاسبه می حرکت کرده و در هر قسمت با استفاده از معادله Cاینصورت به روي مسیر 

  کنیم. ) چند مثال را در این قسمت بررسی می3) و (1هاي گروه ( در مورد انتگرال
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z): مقدار1مثال  ) dz2 xدر امتداد منحنی به معادله پارامتري ∫+21 a(t sin t)
y a( cos t)1

= −


= −
tاز نقطـه    = o   تـاt 2= π   برابـر

  است با 

  1(a ( a a )4 4 2 22 48 40
15
π

π + π    2(a ( a a )4 4 2 22 48 40 15
15

π
π + π −  

  3(a ( a a )4 4 2 22 48 40 15
15

π
π + π +  4(a ( a a )4 4 2 22 48 40 25

15
π

π + π −  

  3پاسخ: گزینه 

fتابع  (z) (z )2 21=   کنیم تحلیلی است بنابراین از روش تابع اولیه استفاده می +

t x y z= ⇒ = = ⇒ =oo o o  

t x a , y z a12 2 2= π ⇒ = π = ⇒ = πo  

a
a z z(z ) dz (z z )dz z

25 322 2 4 2 21 2 1
5 3

π
π  

+ = + + = + + 
  

∫ ∫o
o

 

a ( a a )4 4 2 22 48 40 15
15
π

= π + π +  

  برابر است با:   ∫zzdzباشد مقدار انتگرال  1به نقطه  iخط واصل از نقطه  پاره C: اگر 2مثال 

  1(( i)2 1
3

−    2(( i)2 1
3

+   3 (i2 3+  4 (i2 3−  

  2پاسخ: گزینه 

zي ي معادلــهکنــد دارا متصــل مــی z2را بــه z1خطــی کــه نقطــه  پــاره z t z ( t)2 1 1= + −،t 1≤ ≤o  اســت بنــابراین مســیر

  باشد. گیري به صورت زیر می   انتگرال

z(t) t i( t) , t1 1= + − ≤ ≤o  

2 2z t (1 t) i, zz t (1 t) ,dz (1 i)dt= − − = + − = +  

zzdz (t ( t) )( i)dt ( i) ( t t )dt ( i)
1 12 2 2 21 1 1 2 2 1 1

3
= + − + = + − + = +∫ ∫ ∫o o
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: حاصل انتگرال3مثال 
c

zdz∫Ñ مسیر  رويOABO  نشان داده شده در شکل برابر است با  

 

  1 (o  2 (
4
π  3 (j

4
π  4 (j1

4
π

+  

  3پاسخ: گزینه 

z باشند بنابراین براي محاسبه انتگرال روي مسـیر   حلیلی آن تکین نمیدر تمام صفحه غیرتحلیلی است یعنی نقاط غیرت

  کنیم. ي مسیر استفاده می  حرکت کرده و از معادله

OA : z x , x z x ,dz dx1= ≤ ≤ ⇒ = =o  

j j jAB : z e , z e ,dz je d
4

θ − θ θπ
= ≤ θ ≤ ⇒ = = θo  

j j j
BO : z re , r : z re ,dz e dr4 4 41

π π π
−

= → ⇒ = =o  

C OA AB BO
zdz zdz zdz zdz xdx jd rdr j

1
4

1 4

π π
= + + = + θ + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

o

o oÑ  

  را:مرقضیه 

، Dواقـع در   Cپیوسته بوده و به ازاي هر مرز بسـته   Dاده بر ناحیه همبند س fهرگاه 
C

f (z) dz =∫ oÑ    باشـد آنگـاهf  در

  تحلیلی است. Dسراسر 

  باشد. را، عکس قضیه کوشی میرقضیه م

f: فرض کنید3نکته  (z) اي  یک تابع پیوسته بر روي منحنی هموار قطعهC هر  باشد. اگر به ازايZ  رويC ،f (z) M≤ 

باشد آنگاه Lبرابر  Cو طول منحنی 
C

f (z)dz ML≤∫  

Re(z): ماکزیمم4مثال 
C

e dz∫  را حساب کنید در صورتیکهC و بـه مرکـز مبـدا مختصـات      2اي به شعاع  دایره

  باشد.

  پاسخ:

C : z(t) (cos t i sin t) , t2 2= + ≤ ≤ πo  
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Re(z) cos t Re(z) cos te e e e e , t2 2 2 2= ⇒ = ≤ ≤ ≤ πo  

Lبرابر  Cطول مسیر  4= π باشد بنابراین می  

Re(z)
c
e dz e24≤ π∫  

  ها گیري به روش مانده ) انتگرال4-2

fفرض کنید (z)  در ناحیهD به جز نقاطnz , , z1 K تحلیلی باشد وf (z)  در این نقاط تکین تنها باشد. اگرC    یـک مسـیر

nzو شامل نقاط Dبسته ساده در ناحیه  , , z1 K باشد آنگاه  
n

c z z jj
f (z)dz i Res(f )

1
2

==
= π ∑∫Ñ  

  باشد. داراي جهت مثبت می Cدر انتگرال فوق مسیر 

هاي تابع برابر صفر بوده و  شد آنگاه مجموع مانده، تحلیلی باCدر تمام نقاط داخل و روي مسیر  fاگر تابع 
c
f (z) dz =∫ oÑ 

  رسیم. باشد یعنی به قضیه کوشی می می

دهیم بطوریکه از نزدیکی  را تغییر می Cنیز داراي نقاط تکین تنها باشد در اینصورت  Cبر روي مسیر  f: اگر تابع 4نکته 

ي  ها جمله ي مانده باشد در اینصورت در قضیه βبرابر  zoدر نزدیکی نقطه تکین C ي این نقاط عبور کند اگر تغییر زاویه

z z
i Res(f )

=
β

o
  گردد. اضافه می 

ــال  ــر 5مث ــره  C: اگ ــع دای ــرز رب arg(z)ي  م
2
π

≤ ≤o  وz ــرال    ≥2 ــدار انتگ ــد، مق ــت باش ــت مثب در جه

C
I dz

z(z )(z i)
1

1 1
=

− − −∫Ñ .را تعیین کنید  

تکین تنها: پاسخ: نقاط  z(z )(z i) z , , i1 1 1 1− − − = ⇒ = +o o  

z i1 1= zو  Cي  داخل مسیر بسته + , z3 21= = o  روي مسیرC    ) مسـیر  4قرار دارند بنـابراین براسـاس نکتـه (C   را بـه

  گیریم. صورت زیر در نظر می

 

برابر  z2) در نزدیکیCي ( تغییر زاویه
2
π  و در نزدیکیz3  برابرπ باشد بنابراین می  

z i z z
I i Res(f ) i Res(f ) i Res(f )

1 1
2

2= + = =

π
= π + + π

o
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 ج

  باشند بنابراین ب ساده مینقاط تکین، قط

z 1 i z 1 iz 1 i

1 1 1 iRes(f ) lim (z 1 i)(f ) lim
z(z 1) 1 i 2→ + → += +

− −
= − − = = =

− − +
 

z zz

iRes(f ) lim zf (z) lim
(z )(z i) i

1 1 1
1 1 1 2→ →=

−
= = = =

− − − +o oo
 

z zz
Res(f ) lim(z )f (z) lim i

z(z i)1 11

11
1→ →=

= − = =
− −

 

i iI i( ) i( ) i(i) I ( i)1 12 1 3
2 2 2 4

− − π − π
= π + + π ⇒ = −  

  کوشی (مشتقات یک تابع تحلیلی): قضیه انتگرال

fاگر (z) در حوزه سادهD  تحلیلی باشد، آنگاهf  درD اي مشتق دارد و بنابراین همه این مشـتقات نیـز در    مرتبه از هرD 

  عبارت است از Dاز  zoي  تحلیلی هستند. مقدار این مشتقات در نقطه

(n)
nc

n! f (z)f (z ) dz , n , , ,
i (z z ) 1 1 2

2 +
= =

π −∫o
o

o KÑ  

  شود. در جهت مثبت پیموده می Cو خم درون آن قرار دارد  zoاست که Dاي در  مسیر بسته ساده Cکه در آن 

(n)
nc

f (z) idz f (z )
n!(z z ) 1

2
+

π
=

−∫ o
o

Ñ  

c

f (z)n dz i f (z )
z z

2= ⇒ = π
−∫ o

o
o Ñ  

zدر انتگرال فوق،  z= o  یک قطب مرتبهn nبراي تابع +1
f (z)g(z)

(z z ) 1+
=

− o
  باشد بنابراین می 

n (n) (n)

z zz z
Res(g) lim ((z z ) g(z)) f (z )

n! n!
11 1+

→=
= − =o o

oo
 

(n)ها برابر یعنی مقدار انتگرال فوق با استفاده از مانده

z z

ii Res(g) f (z )
n!

22
=

π
π = o

o
باشد چون انتگرال فوق براسـاس قضـیه    می 

  ها استفاده از آن لزومی ندارد. ها قابل محاسبه است بنابراین در حل تست مانده

: مقدار انتگرال6مثال 
z

z dz
i (z )

5

43

3
2=π   برابر کدام است؟   ∫−

  1 (300  2 (240  3 (120  4 (60  

  2پاسخ: گزینه 

z zاست که درون  f، تابع 4قطب مرتبه  =2   قرار دارد: =3
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zf (z)
(z )

5

42
=

−
 

( )
z zz

Res(f ) lim((z ) f (z)) lim( z )
! !

4 3 2
2 22

1 12 60 40
3 3→ →=

= − = =  

z

z dz i( )
i i(z )

5

43

3 3 2 40 240
2=

= π =
π π−∫  

z: مقدار انتگرال7مثال 
z

(z )e dz
z

1

1

1
=

  برابر است با   ∫+

  1 (i−π  2 (o  3 (i2π  4 (i3π  

  4پاسخ: گزینه 

z = oنقطه ویژه اساسی است که درونz   ر دارد:قرا =1

zf (z) (z )e
z

11
= +  

f (z) (z )( )
z z !z2
1 1 11

2
= + + + +K  

fمانده  در   : z
!

1 31
2 2

= + = = oضریب ( )
z
1  

I i( ) i32 3
2

= π = π  

z: انتگرال8مثال 

c

e sin( z) dz
(z )2 21+

π

+∫Ñ  مفروض است. اگرC دایرهz j 1− =  

jjeاشد مقدار این انتگرال برابر ب shπ π  است و اگرC دایرهz j 1+ jjeباشد مقدار ایـن انتگـرال برابـر    = sh−π π 

zبیضی Cاست و اگر  j z j 4− + +   باشد مقدار انتگرال چقدر است؟   =

  1(o    2 (jcos( )sh2 1π π  3 (jjcos( )e1π  4 (jjcos( )e1 −π  

  2پاسخ: گزینه 

نقاط قطب مرتبه (z ) z j, z j :2 21 2+ = ⇒ = = −o  

zي  دایره Cاگر  j 1− zباشد در این صورت فقط  = j= ر داخل مسیC  قرار دارد و اگرC ي  دایرهz j 1+ باشد، فقـط   =

z j=   قرار دارد. Cداخل مسیر  −

zبیضی Cاگر  j z j 4− + + zباشد در اینصوت هر دو نقطه  = j, z j= − گیـرد بنـابراین مقـدار     قرار می Cداخل مسیر  =

  ال براي این مسیر با مجموع انتگرال در دو مسیر اولیه برابر است.انتگر
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 ج

j j j jI je sh je sh jsh (e e )− −= π π + π π = π π +  

I jcos ( )sh2 1= π π  

: مقدار انتگرال9مثال 
c

I sin( )dz
z z

1 1
1

=
−∫Ñ  که در آنC : z   باشد؟  چقدر می =2

  1 (I = o  2(I sin1=   3(I i sin2 1= π   4 (I i sin4 1= π  

  1پاسخ: گزینه 

z ,1= o  نقاط تکین تنها هستند که هر دو داخلC :قرار دارند  

f (z) sin( )
z z

1 1
1

=
−

 

z zz
Res(f ) lim(z )f (z) limsin sin ( )

z1 11

11 1
→ →=

= − = =  

z = o بنابراین:ي ویژه اساسی است  نقطه  

f (z) sin( ) ( z z z )( )
z z z !z !z

2 3
3 5

1 1 1 1 11
1 3 5
−

= = − + + + + − + −
−

K K  

( ) sin( )
! !

1 11 1
3 5

= − − + − = −K ضریب ( )
z
1  

I i(sin( ) sin( ))2 1 1= π − = o  

zي  در انتگرال مختلط، دایره Cي  سیر بستهم: اگر 5نکته  a= توانیم استفاده کنیم ابط زیر میباشد در این صورت از رو  

azz a , z
z

2
2= =  

a ax (z z) (z ) , y (z z) (z )
z i i z

2 21 1 1 1
2 2 2 2

= + = + = − = −  

z: مقدار 10مثال 

c

z z e dz ,c : z
z z3 1

 +
+ = 

  
∫Ñ   برابر است با  

  iπ  3 (i3π  4 (i2π) 2  صفر) 1  

  3 پاسخ: گزینه

  کنیم. ) استفاده می5از نکته (

zz z , z
z
11 1= ⇒ = =  

z

c

eI dz
z z z2 3
1 1 

= + + 
  

∫Ñ   
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z = o باشد بنابراین نقطه ویژه اساسی براي تابع می  

z zf (z) ( z )
z ! !z z

2 3

2 3
1 1 1 1

2 3
= + + + + + +K  

مانده تابع در : z
!

1 31
2 2

= + = = oضریب ( )
z
1  

I i( ) i32 3
2

= π = π  

: حاصل11مثال 
c

dzI
z2 4

=
+∫Ñ که مسیرC باشد را تعیین کنید. به صورت زیر می  

 

  شود بنابراین پیموده می i2دو دور کامل در جهت مثبت اطراف نقطه Cپاسخ: چون مسیر 

z i z i
I i( ) Res (f ) i Res (f )

2 2
2 2 4

= =
= π = π  

z i2= ي  قطب سادهf (z) است بنابراین  

z iz i
Res (f )

i(z ) 222

1 1
44 =

=
= =

′+
 

I i( )
i

14
4

= π = π  

  هاي حقیقی با استفاده از انتگرال مختلط ) محاسبه انتگرال4-3

cos) انتگرال توابعی گویا از 1 ,sinθ θ  

I F(cos ,sin )d
2π

= θ θ θ∫o
 

ــر F(cosاگ ,sin )θ θ   ــا از ــابعی گوی sinت ,cosθ θ  ــازه ــر ب ــد و ب ≥2ي باش θ ≤ πo     ــرار ــا ق ــاه ب ــد آنگ ــده باش ــف ش تعری

izدادن e , 2θ= ≤ θ ≤ πo رسیم به انتگرال مختلط زیر می  

i i zcos (e e ) (z )
i i z z

21 1 1 1
2 2 2

θ − θ +
θ = + = + =  

2
i i1 1 1 z 1sin (e e ) (z )

2i 2i z 2iz
θ − θ −

θ = − = − =  

i dzdz ie d izd d
iz

θ= θ = θ ⇒ θ =  
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 ج

z

dzI F( (z ) , (z ))
z i z iz1

1 1 1 1
2 2=

= + −∫Ñ  

  گردد. انتگرال فوق به روي دایره واحد و در جهت مثبت محاسبه می

  هاي حقیقی ناسره ) انتگرال2

I f (x)dx
∞

−∞
= ∫  

fاگر  (x) تابعی گویا و داراي قطب روي محورxتر از درجه صـورت باشـد،    ها نباشد و درجه مخرج حداقل دو درجه بیش

  آنگاه

Im(z)
f (x) dx i Res(f (z))2

∞

−∞
>

= π ∑∫
o

 

  هاي فوریه ) انتگرال3

f (x)sin ax dx , f (x) cos ax dx
∞ ∞

−∞ −∞∫ ∫  

fکنیم  فرض می (x) تابعی گویا بوده و داراي قطب روي محورxتـر از   باشد و درجه مخرج حداقل دو درجـه بـیش   ها نمی

  باشد در اینصورت درجه صورت می

iaz

Im(z)
f (x)cosax dx Re i Res(f (z)e )2

∞

−∞
>

 
= π 

  
∑∫

o
 

iaz

Im(z)
f (x)sin ax dx Im i Res(f (z)e )2

∞

−∞
>

 
= π 

  
∑∫

o
 

  :6نکته 

fاگر تابع گویاي 3و  2هاي حقیقی گروه  الف) در انتگرال (z) حـور  داراي نقاط قطب روي مx   ي آنهـا را   هـا باشـد، مانـده

  کنیم. ضرب می  iπدر

تـر باشـد، شـرط     ، شرط اینکه درجه مخرج حداقل دو درجه از درجه صورت بـیش 3و  2هاي حقیقی گروه  ب) در انتگرال

رت باشـد نیـز ممکـن اسـت     تر از درجه صو باشد بنابراین اگر درجه مخرج یک واحد بیش کافی براي همگرایی انتگرال می

  انتگرال همگرا گردد.
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dI: حاصل انتگرال حقیقی12مثال 
a cos

π θ
=

+ θ∫o
aو    برابر است با   <1

  1 (a2 1π −  2(
a2 1

π

−
   3(

a2 1
π

−
   4 ((a )2 1π −  

  2پاسخ: گزینه 

d d dI
a cos a cos a cos

21 1
2 2

π π π

−π

θ θ θ
= = =

+ θ + θ + θ∫ ∫ ∫o o
 

z dzcos ,d
z iz

2 1
2

+
θ = θ =  

c c

dz dzI ,C : z
iz z aziz(a )

z

2 2
1 1 1
2 1 2 1

2

= = =
+ + +

+
∫ ∫Ñ Ñ  

z az z a a , z a a2 2 2
1 22 1 1 1+ + = ⇒ = − − − = − + −o  

zنقطه a a2
2 1= − +   داخل دایره واحد قرار دارد −

z zRes
z az az a

2 2 2

1 1 1
2 22 1 2 1

== =
++ + −

 

I i
i a a2 2

1 12
2 1 1

π
= π =

− −
 

cos: مقدار انتگرال13مثال  i(n sin )e e d
2π θ − θ− θ θ∫o  اگرn د صحیح مثبتی باشد برابر است با  عد  

  1 (o  2 (
n!
π  3 (

(n )!
2

1
π
−

  4(
n!
2π  

  4پاسخ: گزینه 
icos i(n sin ) in cos isin in ee .e e .e e .e
θθ − θ− θ − θ θ+ θ − θ= =  

i dzz e ,d ,C : z
iz

1θ= θ = =  

z
n z

nc c

dz eI z e dz
iz i z 1

1−
+

= =∫ ∫Ñ Ñ  

z = o به تقطب مرn تابع +1
z

n
ef (z)

z 1+
  باشد بنابراین می =

n (n) z
z zz

Res(f ) lim(z f (z)) lim e
n! n! n!

11 1 1+

→ →=
= = =

o oo
 

I i
i n! n!
1 1 22 π

= π =  
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 ج

dx: انتگرال ناسره14مثال 
x41

∞

+∫o  برابر است با  

  1(π   2 (2π  3 (2
4

π  4(2π  

  3پاسخ: گزینه 

f (z)
z4

1
1

=
+

 

ki( )
z z e ,K , , ,

2
4 4 4 41 1 1 2 3

π π
+

+ = ⇒ = − = =o o  

i i i i
z e , z e , z e , z e

3 5 7
4 4 4 4

1 2 3 4

π π π π

= = = =  

zي سادهها قطب , z2 Im(z))بالاي محور حقیقی هستند  1 )> o بنابراین  

z zz z i
Res(f ) ( i)

z z
e

3 3 311 1 4

1 1 1 2 1
84 4

4
= π=

= = = = − +  

z z i
Res(f ) ( i)

z
e

3 92 2 4

1 1 2 1
84

4
π=

= = = −  

dx i ( i i)
x4

1 2 22 1 1
8 21

∞

−∞
= π − − + − = π

+∫  

dx
x4

1 2
41

∞
= π

+∫o  

cos: مقدار15مثال  mxm , I dx
(x )2 21

∞
> =

+∫oo ت با  برابر اس  

  1(
me ( m)1

4
π +   2(

me ( m)1
4

−π +   3(
me ( m )21

4
π +   4(

me (m )2 1
2

−π −  

  2پاسخ: گزینه 
imz

Im(z)

cos mx eI dx Re i Res( )
(x ) (z )2 2 2 2

1 1 2
2 21 1

∞

−∞
>

 
= = π 

+ +  
∑∫

o
 

هاي مرتبه دوم: قطب (z ) z i2 21+ = ⇒ = ±o  

z i= باشد بنابراین حور حقیقی میفقط بالا م  
imz imz

z i z iz i

e eRes(f ) lim((z i) ) lim( )
(z ) (z i)

2
2 2 21→ →=

′ ′= − =
+ +

 

imz imz m

z iz i

ime (z i) (z i)e ie (m )Res(f ) lim
(z i)

2

4
2 1

4

−

→=

+ − + − +
= =

+
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m me (m ) e (m )I Re( )1 1 1
2 2 4

− −π + π +
= =  

Lnx: اگر16مثال  Lnadx
ax a2 2 2

∞ π
=

+∫o  آنگاه مقدار انتگرال زیر با استفاده از مانده، با کدام گزینه برابر است؟ ،  

(Lnx)I dx
x a

2

2 2

∞
=

+∫o  

  1 ((Lna)
a a

2 3

4
π π

+  2 ((Lna)
a a

2 3

2 8
π π

+  3 ((Lna)
a a

2 2

4
π π

+  4 ((Lna)
a a

2 2

2 8
π π

+  

  2پاسخ: گزینه 

(Lnz)f (z) ,a
a z

2

2 2= >
+

o  

fانتگرال (z)  را روي مسیرC کنیم با فرض اینکه به صورت زیر محاسبه میR , r→ ∞ → o   
r R

c c c R r
I f (z) dz f (z)dz f (z)dz f (x) dx f (x)dx

1 2

−

−
= = + + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫Ñ  

Rدهیم که دو انتگرال اول با فرض  ابتدا نشان می , r→ ∞ → o .برابر صفر هستند  

 
iC : z re , :1
θ= θ π → o  

iC : z Re , :2
θ= θ → πo  

i
iC

(Lnr i )f (z)dz ire d
a r e

2

2 2 21

θ
θπ

+ θ
= θ

+∫ ∫
o   

2 2

2 2C1

r((ln r) )f (z)dz
a r

+ π
≤ π

−∫  

ونچ
r
lim r(ln r)2

+→
=

o
o بنابراین  

crr

r((ln r) )lim lim ( f (z)dz)
a r

2 2

2 2 1+ →→

+ π
π = ⇒ =

− ∫oo
o o  

i
ic

(ln R i )f (z) dz i Re d
a R e

2

2 2 22

π θ
θ

+ θ
= θ

+∫ ∫o  

c

R((ln R) )f (z)dz
R a

2 2

2 22

+ π
≤ π

−∫  
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 ج

CR R

R((ln R) )lim lim ( f (z) dz)
R a

2 2

2 2 2→∞ →∞

+ π
π = ⇒ =

− ∫o o  

  کنیم. ، با استفاده از مانده تعیین میCي  مقدار انتگرال مختلط را روي مسیر بسته

a z z ai2 2+ = ⇒ = ±o  

z ai= ي تابع و واقع در داخل  قطب سادهC باشد. می  

z aiz ai

(ln z)Res(f ) (ln a i ) ((ln a) i ln a )
z ai ai

2 2
2 21 1

2 2 2 2 4=
=

π π
= = + = + π −  

z ai
I i Res(f ) (ln a) i ln a , ( )

a a a

3 2
22 1

4=

π π π
= π = − +  

R R

r r

(Lnx)f (x)dx dx
a x

2

2 2=
+∫ ∫  

R

rr
R

(Lnx)lim f (x) dx dx
a x

2

2 2

∞

→
→∞

=
+∫ ∫oo

 

r r r

R R R

(Ln x i ) (Ln x ) i Ln x
f (x)dx dx dx

a x a x

2 2 2

2 2 2 2

2− − −

− − −

+ π + π − π
= =

+ +∫ ∫ ∫  

r

Rr
R

(Lnx) dx Lnxlim f (x)dx dx i dx
a x a x a x

2
2

2 2 2 2 2 22
− ∞ ∞ ∞

−→
→∞

= − π + π
+ + +∫ ∫ ∫ ∫o o oo

 

dx xArc tan
a a aa x2 2
1

2
∞ ∞ π

= =
+∫o o

 

(Lnx) LnxI dx i dx , ( )
aa x a x

2 3

2 2 2 20

22 2 2
2

∞ ∞π
= − + π

+ +∫ ∫o  

  ) داریم:2) و (1ي روابط ( با مقایسه

Lnx  ) داریم:2) و (1ي روابط ( با مقایسه Lnxdx Lna dx Lna
a aa x a x

2

2 2 2 22
2

∞ ∞π π
π = ⇒ =

+ +∫ ∫o o
  

(Lnx) (Lnx) (Lna)dx (Lna) dx
a a a a aa x a x

2 3 3 2 2 3
2

2 2 2 22
2 4 2 8

∞ ∞π π π π π
− = − ⇒ = +

+ +∫ ∫o o
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   ) تست4-4

1αعدد مختلط ثابتی باشد به قسمی که αکنیم ـ فرض می1 و در جهـت   Oي یکه به مرکز   مرز دایره C، و >

zمثبت (مثلثاتی) باشد. اگر x iy= zمزدوج مختلط  − x iy= باشـد، آنگـاه    +
c

sin zI dz
z1

=
− α∫Ñ     :برابـر اسـت بـا  

  

  1(
sin( )

i

1

2 απ
α

  2(sini2 α
− π

α
  3(i sin 12− π

α
   4 (i sin2π α α  

dIـ حاصل انتگرال2
Psin P

2

21 2
π θ

=
− θ +∫o

P1با شرط  1− <   (ثابت)، برابر است با:   >

  1(
P2

2
1

π

−
   2(

P2
2

1
π

+
   3(p

P

2

2
2
1

π

−
   4 (p

P2
2

1
π

−
  

ـ مقدار انتگرال3
c

I (z Re(z)) dz= −∫Ñبر روي منحنیC : z     ؟با کدام گزینه برابر است =2

  1(4π   2(j−   3 (j4π  4 (j4− π  

ztـ حاصل انتگرال4

c

eI dz
z2 1

=
+∫Ñ روي دایرهC : z 1 2−     ؟با کدام گزینه برابر است=

  1(jtjeπ   2 (sin t2π  3(jsin t2π  4 (jcos t2π  

zteIاصل انتگرالـ ح5 dz
(z )

3

31
=

−∫Ñ روي دایرهz   کدام است؟   =2

  1(o   2(tite39π  3(tit e2 39π   4 (tie39π  

ـ مقدار انتگرال6
c

zdzI
z2 4

=
  مرز نشان داده شده است، چقدر است؟   Cه ک ∫−

 

  1 (o  2(i2− π  3(i2π  4(iπ  

sinـ حاصل7 xP.V. dx
x(x )2 1

∞

−∞   کدام است؟   ∫+

  1(o   2 (
e
π

−  3(( )
e
11π −  4(( )

e
12π −  
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zـ مقدار8

z

e dz
z51=∫Ñ   کدام است؟  

  1(i
24
π   2(i

12
π   3(i

6
π   4(i

18
π   

انتگرالـ مقدار 9
AB

((y ) ix)dz1+ )Bخط مستقیم اي است که نقاط ABکه در آن  ∫− , ) , A( , )1 1−o o    را بـه هـم

  کند، کدام است؟   وصل می

  1 (1-  2 (3-  3 (i 1− −  4 (i2  

zـ مقدار انتگرال10
z

z e dz
4
32

  است؟  کدام  ∫=1

  1 (4  2 (8π  3 (i8π  4 (i4π  

zو به شعاع یک) در جهت مثبـت و   Oمرز دایره واحد (دایره به مرکز  Cـ اگر 11 x iy= zمـزدوج   − x iy= + 

zباشد، مقدار 

c

e dz
(z)2 4+∫Ñ   کدام است؟  

  1(i sin 1
4 2
π

−  2 (i sin 1
4 2
π  3(sin 1

4 2
π

−   4(cos 1
4 2
π

−  

zـ مقدار انتگرال12

c

e dz
z(z )1+∫Ñ   روي مسـیرC   اي بـه معادلـه   کـه دایـرهz 1 3−   باشـد کـدام اسـت؟     مـی =

  

  1 (o  2 (i2π  3 (i( e )12 1 −π −  4 (i( e)2 1π +  

ـ مقدار انتگـرال 13
c

dzC : z ,
i z i

12
2

=
π −∫Ñ   کـه در آن جهـتC        همـان جهـت مثلثـاتی اسـت کـدام اسـت؟  

  

  1 (i−  2 (o  3 (1  4 (i  

ـ 14
c

cos z dz
z(z )2− π∫Ñ که در آن منحنیC،z   در جهت مثبت مثلثاتی کدام است؟ =4

  1 (o  2 (i2π  3 (2
1

π
  4 (i4

π
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ـ مقدار انتگرال15
i

dzI
z(z )(z )2 4γ

=
+ +∫Ñ 2,هاي در طول خم 1γ γ وقتی: z1 1γ :و  = z2 2γ بـه   تو در جهت مثب=

  ترتیب کدام هستند؟  

  1 (,1 1
8 8

−  2 (,1 1
8 8

−  3 (,1 1
8 8

  4(,1 1
8 8

− −  

ـ مقدار انتگرال16
c

sin( z ) cos( z ) dz
(z )(z )

2 2

1 2
π + π

− −∫Ñ  وقتی کهC : z   باشد کدام است؟   =3

  1 (j2− π  2(3   صفر(j2π   4 (j4π  

zـ حاصل17

c

e dz
z3 )دایره به مرکز  Cوقتی ∫−1 , )1 o  و به شعاع واحد باشد، کدام است؟  

  1 (e i2
3
π  2 (e i3

2
π  3 (e i

3
π  4 (e i

2
π  

sinhـ مقدار انتگرال18 z dz
z i3 −∫Ñ   را روي دایره یکه به دست آورید  

  1(sinh 12
3

− π  2(sinh 12
3

π   3(sin2 1
3 3
π

−   4 (sin2 1
3 3
π  

  اي که بخشی از آن یک دایره یکه مطابق شکل است چقدر است؟   ر روي مسیر بستهـ حاصل انتگرال زی19

I zdz= ∫Ñ  

 

  1(j2
3
π  2(j2

3
π

−   3(j21
3
π

+   4 (j21
3
π

− +  

ــا منحنــی 20 ــره Cـــ ب zي  دای j8 1− در صــفحه مخــتلط، انتگــرال =
c

z dz
sin z(z j)32−∫Ñ  :ــا ــر اســت ب   براب

  

−j2π  3(j2) 2  صفر) 1   π   4 (jπ  

zي دایره Cـ با منحنی 21 1
2

zر انتگرالدر صفحه مختلط، مقدا =

c

e dz
z

1

1−∫Ñ   برابر است با  

  1 (ej−π  2(ej2− π   3(ejπ   4(ej2π 
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zدایره به معادله Cـ منحنی 22 است، مقدار  =1
c

dz
cos z∫   کدام است؟  

  1 (o  2 (iπ  3(
e
π   4(ln 2  

ـ حاصل23
c

zI dz
z(z )
5 2

1
−

=
  ، کدام است؟  1اي به مرکز مبدا و شعاع بزرگتر از  بر روي دایره ∫−

  1 (3π  2 (4π  3 (i6π  4 (i10π  

dxIـ حاصل24
(x )(x )2 21 9

∞

−∞
=

+   کدام است؟  ∫+

  1(
4
π   2(

12
π   3(

3
π   4(i

4
π   

dـ حاصل25
cos

2

2
π θ

+ θ∫o  کدام است؟  

  1 (
3

π  2 (2
3
π  3 (3π  4 (3

2
π  

گیـري   باشد و جهت انتگرال دایره واحد می Cاست؟ ( ها کدام ـ مقدار انتگرال زیر با استفاده از قضیه مانده26

  خلاف ساعتگرد است)  

z

c

eI dz
cos z1

=
−∫  

  1 (i4− π  2(i2− π   3(i4π  4(i2π  

ـ انتگرال27
c

zI dz
z2

1
9

+
=

zوي مسیرر∫+   چیست؟   =4

  1(o   2(iπ   3(i2π   4(i4π   

x)بیضی Cـ اگر 28 ) (y )2 24 2 1 4− + − zو  ددر جهت مثلثاتی باش =

c

ef (z ) dz
z(z z )

=
−∫o

o
fآنگاه (   برابر است با:   2′(

  1 (ie2π  2(i e2

2
π

−   3(ie22π   4(i e2

2
π   
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صفرند و این مقدار چنـد  هاي زیر داراي مقدار نا دایره یکه به مرکز مبدا باشد، کدام یک از انتگرال Cـ اگر 29

  است؟  

c c c c

zdz z dz zdz dzI , I , I , I
z i z(z )z z

3

4 3 2 14 22 24 4
= = = =

+ −+ +∫ ∫ ∫ ∫Ñ Ñ Ñ Ñ  

  1 (, I2π  2 (i, I42π  3 (i, I1−π  4(, I34   

ـ حاصل انتگرال 30
c

dzI
cosh z

= ∫Ñ  روي مرزC به رئوس مربعی در جهت مثلثاتی( , )±π π  و( , )±π o  عبارت است

  از:  

  1(2− π   2 (2π  3 (i2− π  4 (i2π  

ـ حاصل انتگرال 31
ztan( )

I dz
z2

2=   ایره یکه (در جهت مثلثاتی) برابر است با:  روي د ∫

  1 (iπ  2 (i2π  3 (i−π  4 (i2− π  

ـ انتگرال 32
c

sin z cos z dz
(z )(z )

2 2

2 3
π + π
− −∫Ñ  آن در کهc : z   ر است با:  باشد، براب می =1

i3) 2  صفر) 1  
2

− π  3(i2
3

− π   4 (i4π  

Cـ مقدار انتگرال مخـتلط زیـر را روي سـهمی   33 : y x2 2π )از نقطـه   = , )0 o    تـا نقطـه( , )1π   کنیـد  حسـاب  

  

iz

c

I (z )e dz2= +∫   

  1 (iie2 ππ  2 (i
e

21 + π
− +  3 (iie4 ππ  4 (( ) i( )

e e
2 21 2+ π

− + + +  

zـ مقدار انتگرال 34

c

e dz
z (z )2 Cوي مرز مربع ر ∫+2 : x , y1 1 1 1− ≤ ≤ − ≤   ثلثاتی برابر است با:  در جهت م ≥

  1 (o  2 (i
8
π  3 (i

2
π  4 (i

4
π  

xـ مقدار انتگرال35 dx
x x

2

4 2
1

5 4
∞

−∞

−

+   برابر است با:   ∫+

  1 (
6
π  2(3

6
π  3(5

6
π  4(7

6
π  
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nگاه مقدار ي واحد در جهت مثلثاتی باشد، آن  مرز دایره Cـ اگر 36

c

z dzI
cosh( z)2

= ∫Ñ)n N∈  :ثابت) برابر است با  

)n) 2  صفر) 1   i)
2
π

π  3(n( i)2
4
π

π   4(n n( i) ( ( ) )1 1
4
π

π − −   

گاه مقدار انتگرال مرز دایره واحد باشد که در جهت مثلثاتی پیموده شده، آن Cـ اگر 37
c

dz

z z2 2 2+ +
∫Ñ  برابر

  است با:  

−i2π  3 (i2) 2  صفر) 1   π  4 (i4π  

zeگیري از تابع ـ با انتگرال38
yروي مرز پیرامون مستطیل −2 b, x a≤ ≤ ≤o  و میل دادنa نهایـت، و بـا    به بی

xeتوجه به  dx
2

2
∞ − π

=∫o مقدار ،xe cos( bx) dx
2

2
∞ −∫o   کدام است؟  

  1 (be
2

2
−π  2 (be

2−π  3 (be
2

π  4(be
2

2
π  

ـ مقدار انتگرال39
z

z dz
( z )

4

31

1
2 1=

+

+∫Ñ  برابر است با  

  1 (i3
8
π

−  2(i
8
π  3(3

8
π   4(i3

8
π   

dxIـ حاصل انتگرال40
(x a )(x b )2 2 2 2

∞
=

+ +∫o
aبا شرط ,b , a b> ≠o   :برابر است با  

  1 (
ab2
π  2(

ab(a b)2
π

+
  3(

(a b)2
π
+

   4(
ab(a b)

π
+

   

حاصل انتگرالـ 41
c

dzI
z

= ∫Ñ     ي  را براي یک بار طی کردن کامـل (در جهـت مثبـت) مسـیر بسـتهC   کـه در

rمختصات قطبی به صورت sin23
4
θ

=   باشد، برابر است با:   می −

  1 (i2− π  2 (o  3 (i2π  4 (i4π  

z2دایره با معادله  Cـ مرز 42 1 2− Iباشد، مقدار انتگرال در جهت مثلثاتی می= tan( z)dz
2
π

= ∫Ñ  کدام است؟  

  1 (2-  2 (o  3 (1  4 (2 
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)مقدار انتگرالـ 43 i)
I cos zdz

1+ π
= ∫o

  کدام است؟   

  1(sinh− π   2 (cosh− π  

  3 (i sinh− π  4 (گیري داده نشده است مشخص نیست زیرا مسیر انتگرال  

ـ مقدار انتگرال44
C

z cos z sin z dz
zsin z

2 22
2

+
∫Ñ اي  را حول دایرهC : z   یین کنید  تع =2

  1 (iπ  2 (i2π  3 (i3π  4 (i−π  

cosـ مقدار انتگرال45 xI dx
x2 1

∞
=

+∫o   چیست؟  

  1 (
2
π  2 (e

2
π  3(

e2
π   4 (

e
2π  

ـ مطلوب است محاسبه انتگرال46
c

dz
z
3

zقوس مستدیر از  Cکه  ،∫ zتا  =2 i2= نشان داده شده در شـکل   −

  باشد  زیر می

 

3) 2  صفر) 1  
2
π  3 (9

2
π  4 (i9

2
π  

cosـ مقدار انتگرال47 xI dx
x

2

21
∞

=
+∫o

  کدام است؟   

  1 (e
2 2
π

−  2(
e
2

2
π

+   3 ((e )
e

2

2
1

2
π −  4 ((e )

e

2

2
1

4
π +  

cosحاصل  ـ48 ax cos bxdx
x2

∞

−∞

−
  برابر است با:   ∫

  1 ((a b)π −  2 ((b a)π −  3 ((b a)π +  4 ((b a)2π −  

zـ مقدار انتگرال49

z

e dz
z61=∫  :برابر است با  

  1 (i
2π

  2 (
!6

π  3 (i
!

2
5
π  4 (i2π  
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zـ حاصل انتگرال50

c

eI dz
(z )2 2 2=

+ π∫Ñ  در امتداد دایرهz   کدام است؟   =4

  1 (i
π

  2 (i
3π

  3 (i
34

π −

π
  4 (i

34
π +

π
  

)دایره واحد Cـ اگر 51 z در جهت مثلثاتی باشد، آنگاه  مقدار انتگرال =1(
c

sin z dz
z z22

π

−∫Ñ  :  

  1 (o  2 (iπ  3(i2π   4(i4π   

ـ مطلوبست محاسبه52
z

coth z dz
z i2= −∫Ñ    

  1(i(cot i i)2 2π −   2 ((cot i i)2 2π +  3(i(coth i i)2π −   4 (i(coth i i)2π +  

ـ مقدار انتگرال53
C

sin z dz
z6

2
∫Ñ وقتیC باشد، عبارت است از:   دایره واحد می  

  1 (15
8
π  2 (i15

8
π  3 (i8

15
π  4 (8

15
π  

ـ انتگرال54
z

cosh z dz
z51=∫   کدام است؟  

  1 (i12π  2 (i
12
π  3(

12
π   4 (i2π  

ـ حاصل انتگرال55
C

z dz
2

∫Ñ که مسیر بسته حول مربعی به رئـوس ،A( , )o o  وB( , )1 o  وC( , )1 )Dو  1 , )1o   ،باشـد

  کدام گزینه است؟  

  1 (i1− +  2 (i1+  3 (i2 −  4 (i2 +  

  انتگـرال زیـر کـدام اسـت؟      گـاه مقـدار   و در جهت مثلثـاتی باشـد، آن   Oدایره واحد به مرکز  Cـ اگر 56

  

z nC

z dz , n N
i e z

1 1
2

−
∈

π ∫Ñ  

  1 (
n( )

n!
1−  2(

n( )
(n )!

21
1

−−
−

   3 (
nn( )

(n )!

11
1

−−
−

  4 (
nn( )

(n )!
1
1

−
−

  

dzـ با محاسبه 57
z 1+∫Ñبر محیط دایرهC : z   هاي در جهت مثبت، مقادیر انتگرال =2

2 2c

(x 1)dx ydy (1
(x 1) y

+ +
+ +∫Ñ 

c

(x )dy ydx (
(x ) y2 2

1 2
1

+ −

+ +∫Ñ   :به ترتیب برابر است با  

  1 (, πo  2 (,π o  3 (,2π o  4 (,π π  
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KCل ـ حاصل انتگرا58

cot z dz
i z2 1

1
2 +

π
π ∫Ñ کهC  عبارتست از بیضیx y2 24 1+   عدد طبیعی)   Kکدام است؟ ( =

  1 (1-  2 (o  3 (1  4 (π  

ـ مقدار انتگرال59
C

sin(z ) cos z dz
(z )(z )

1
1 2

+ π + π
− zدایره  Cکه در آن ∫−   بـا جهـت مثبـت اسـت، کـدام اسـت؟        =4

  

  1 (i2− π  2 (o  3 (i2π  4 (i4π  

  ي واحد پیموده شده در جهت مثلثـاتی باشـد، آنگـاه مقـدار انتگـرال زیـر کـدام اسـت؟          دایره Cـ اگر 60

   

nC

(z ) cos z dz ,n N
i z2

1 1
2

+
∈

π ∫  

  1 (
n( )

( n )!

11
2 2

−−
−

  2(
n( )

( n )!
1

2 2
−

−
  3(

n( )
( n )!

11
2 1

−−
−

   4(
n( )

( n )!
1

2 2
−

−
   

x)بیضـی   Cـ فرض کنیـد  61 ) y2 24 1
9 16
+

+ در جهـت مثلثـاتی باشـد و     =
C

z zf (w) dz
z(z w)

2 1− +
=

صـورت  در این ∫−

fمقدار (   برابر است با:   5′(

  1 (i47
25

π  2(i47
26

π   3(i47
24

π   4 (i48
25

π   

ـ حاصل انتگرال62
z

z sin dz
z

2
1

1
  برابر است با:  ∫=

  1 (i
2
π  2 (i2− π  3 (i2π  4 (i

3
π

−  

zاي بـه معادلـه   دایـره  Cـ مطلوبست مقدار انتگرال مخـتلط داده شـده در صـورتی کـه     63 1 3−   باشـد   =

  

(z ) dz
z z

2

3
2

4
+

+∫Ñ  

  1 (i
2
π  2(i

3
π   3(i

2
π

−   4(i
3
π

−   
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 ج

dxـ مقدار انتگرال حقیقی64
x41 4

∞

−∞   برابر است با:   ∫+

  1(π   2 (
2
π  3 (

4
π  4 (

2

4
π  

ـ مقدار انتگرال65
z

dz
z sin z23=∫  :در جهت مثلثاتی برابر است با  

  1(o   2(1
6

   3(i
3
π   4(i2π    

zانتگرال ـ مقدار66
z

z
e dz

1

1

+

  در جهت مثلثاتی برابر است با:   ∫=

  1 (o  2 (i2π  3 (
n

i
n(n )1

12
1

∞

=
π

+∑  4 (
n

i
n!(n )!

12
1

∞

=
π

+∑
o

  

cos(cosـ حاصل انتگرال 67 i sin )d
2π

θ + θ θ∫o   کدام است؟  

  1 (2− π  2 (1−  3 (2π  4 (1  

zIـ حاصل انتگرال68 z e dz
1

2 1−= ∫Ñي حول دایرهz   مثلثاتی کدام است؟  و در جهت  =2

  1 (i
3
π  2 (i7

3
π  3 (i13

3
π  4 (i4π  

ـ مقدار انتگرال 69
z

z dz
sin z4=∫Ñبرابر کدام است؟    

  1 (i2− π  2 (o  3 (i2π  4 (i4π  

ـ پاسخ انتگرال مختلط 70
c

z dz
z iz z3 2

2 1
6

+

− +∫Ñ ) کدام است؟C 1اي است به شعاع دایره
3

    )i3و به مرکز  

)) i2π  3) 2  صفر) 1   i)12 2
15
π

−  4(( i)12 2
15
π

+   

انتگرال ـ71
c

sin z dz
z2 اسـت،   1و شعاع  iاي در خلاف جهت حرکت ساعت، به مرکز  دایره Cکه در آن مسیر  ∫+1

  کدام است؟  

  1 (i sin1π  2(sin iπ   3(i sinh1π   4(i sin iπ   
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نتگـرال ــ مقــدار ا 72
c

eI dz
(z )

2

2 21
=

−∫Ñ  کــه در آنC : z   باشـد عبــارت اســت از:   در جهــت مثبـت مــی  =2

  

  1 (I i
2
π

=  2 (I i
e
π

=  3 (I ( i)2
2
π

= −  4(I (i )
e

2π
= −   

zدایـره  Cقتـی کـه   وزیـر  ـ مقـدار انتگـرال    73 i 2+   باشـد عبـارت اسـت از:     و در جهـت مثبـت مـی    =

  

2

4
c

exp(z )I dz
(z i)

=
+∫Ñ   

  1 (I e8
3

= π  2 (I e 18
3

−= π  3 (I e4
3

= π  4 (I e 14
3

−= π  

cosـ حاصل انتگرال74 xI dx
x x2

2
2 2

∞

−∞
=

+   برابر است  با:   ∫+

  1(cos2π   2(cos
e2

2π   3(cos
e

2π   4 (cos cosh
e2
2 2π  

zcـ حاصل75

cos z dz
z e2

1−
∫Ñ که در آنC هاي اي در جهت مثلثاتی است که توسط سهمی خم بستهx y , y x2 2= = 

  شود، کدام است؟   ایجاد می

−iπ   3(i2π   4(i2)2  صفر) 1   π   

nzـ مقدار انتگرال76

cos z dz
z2 11 +=∫Ñ)  دایره مرز در جهت مثلثاتی) کدام است؟  

  1 (i2π  2 (ni( )2 1π −  3 (
ni( )

n!
2 1π −  4 (

ni( )
( n)!

2 1
2

π −  

هاي ساعت باشد، مقدار انتگرال  دایره واحد در خلاف جهت حرکت عقربه Cـ اگر 77
c

cosh z dz
i z sin z2

1 1
2

−
π کدام  ∫

  است؟  

  1 (o  2 (1
2

  3 (1  4 (2  
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 ج

یک مرز ساده بسته باشد و Cـ اگر 78
c

e sinf (z) d
( z)3

α α
= α

α −∫Ñ   باشد، در این صورت به ازاي هـرZ  در درونC ،

fمقدار (z)′′   کدام است؟  

  1 (o  2 (z( i sin z)e4π  3 (z( isin z)e4− π  4 (z( i cos z)e8π  

، مقدار انتگرال nـ براي هر عدد طبیعی 79
n

z

dz(z )
z z

2

1

1
=

  برابر است با   ∫+

  1 (n
i

n
2

2
 

π  
 

  2 (n
n
2 

 
 

  3 (o  4 (
n

k

n
i

k
2

2
=

 
π  

 
∑

o
  

iدار شده و نقـاط   در جهت حرکت عقربه ساعت جهت γ ـ منحنی ساده بسته80 , i−     بـه ترتیـب در خـارج و

sinداخل آن قرار دارند. انتگرال z dz
z21γ   کدام است؟   ∫+

  1 (i sinh1−π  2 (i cosh1π  3 (i cosh1−π  4 (i sinh1π  

cosـ انتگرال81 x dx
( x )2

1 2
2 1

∞ −

+∫o   کدام است؟  

  1 (( e )21
4

−π
+  2 (( e )21

4
−π

−  3 (( e )21
4
π

+  4 (( e)1
4
π

+  
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   خ تست) پاس4-5

  4) گزینه 1

z zz z
z
11 1= ⇒ = ⇒ =  

c c

sin z zsin zI dz dz
z

z
1

= =
α − α−

∫ ∫Ñ Ñ  

z = α اي است که داخل دایره یکه  قطب سادهC : z   قرار دارد بنابراین =1

zz
Res(f ) lim(z )f (z) sin

→α=α
= − α = α α  

I i sin2= π α α  

  1) گزینه 2
i dz zz e d ,sin ,C : z

iz iz

2 1 1
22

θ −= ⇒ θ = θ = =
≤ θ ≤ πo

  

c c

dz dzI
iz Pz z zi(p )P P piz

2 22

1 1
11 11 2

2

−
= =

− − + −− +
∫ ∫Ñ Ñ  

هاي ساده قطب iz zi(P ) z ip ,
P p

2 1 1− + − = ⇒ =o  

z ip= داخلC قرار دارد بنابراین  

z ip

i ipRes(f )
z ip pz i(P ) p

P p
2

1
1 1 12=

− −
= = =

= −− + −
  

iPI i( )
P P P2 2
1 22

1 1
− π

= − π =
− −

  

  4) گزینه 3

z zz z
z
42 4= ⇒ = ⇒ =  

Re(z) x (z z) (z )
z

1 1 4
2 2

= = + = +  

c c

c

I (z Re(z)) dz (z z ) dz
z

( z ) dz
z

1 2
2

1 2
2

= − = − − =

−

∫ ∫

∫

Ñ Ñ

Ñ
  

f (z) z
z

1 2
2

= −  
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z = oي قطب سادهf (z) است که داخل مسیرC قرار دارد بنابراین  

z
Res(f ) I j( ) j2 2 2 4

=
= − ⇒ = π − = − π

o
  

  3) گزینه 4

z z j2 1+ = ⇒ = ±o  

z j=   قرار دارند. Cهاي ساده هستند و داخل مسیر  قطب ±
ztef (z)

z2 1
=

+
  

zt jt

z j

e eRes(f )
z jz j2 2=

= =
=

  

zt jt

z j

e eRes(f )
z jz j2 2

−

=−
= =

= − −
  

jt jt
jt jte eI j( ) (e e ) jsin t

j j
2 2

2 2

−
−= π − = π − = π  

  3) گزینه 5

z zباشد و داخل دایره  می fتابع  3قطب مرتبه  =1   قرار دارد. =2
ztef (z)

(z )

3

31
=

−
  

zt t
z zz

tRes(f ) lim((z ) f (z)) lim( t e ) e
!

2
3 2 3 3

1 11

1 1 91 9
2 2 2→ →=

′′= − = =  

t ttI i( e ) it e
2

3 2 392 9
2

= π = π  

  1) گزینه 6

نقاط قطب: z z2 4 2− = ⇒ = ±o  

z 2= Iباشد و  تحلیلی می Cدرون  fقرار ندارند بنابراین تابع  Cدرون مسیر ± = o .است  

  3) گزینه 7

  گردد دانیم انتگرال ناسره به صورت زیر تعریف می می
b

aa b
f (x)dx lim f (x) dx lim f (x) dx

∞

−∞ →−∞ →+∞
= +∫ ∫ ∫

o

o
  

 (P.V)توان دو حد را به صورت یک حد بنویسیم که بـه آن مقـدار اصـلی کوشـی      اگر دو حد فوق موجود باشند آنگاه می
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  شود. گفته می
r

rr
f (x)dx lim f (x) dx P.V f (x) dx

∞ ∞

−∞ − −∞→∞
= =∫ ∫ ∫  

sinدر تابع xf (x)
x(x )2 1

=
+

هاي فوق موجـود   شود بنابراین انتگرال ي حقیقی مخرج با صفر صورت حذف می چون صفر ساده 

  هستند بنابراین
iz iz

z i z

e eP.V f (x)dx Im i Res( ) i Res( )
z(z ) z(z )

∞

−∞ = =

 
= π + π 

+ +  
∫ 2 22

1 1o
  

z = o  روي محور حقیقی است بنابراین مانده آن را درiπ کنیم. ضرب می  
iz iz

z iz i

e e eRes( ) lim
z(z i) ez(z )

1

2
1

2 21

−

→=
= = = −

+ −+
  

iz iz

zz

e eRes( ) lim
z(z ) z2 2 1

1 1→=
= =

+ +oo
  

P.V f (x)dx Im i( ) i( ) ( )
e e
1 12 1 1

2
∞

−∞

 = π − + π = π −  ∫  

  2) گزینه 8

z = o تابع 5قطب مرتبه
zef (z)

z5=  است و داخلz   راینقرار دارد بناب =1

( ) z
z zz

Res(f ) lim(z f (z)) lim e
! ! !

5 41 1 1
4 4 4→ →=

= = =
o oo

  

iI i( )
!

12
4 12

π
= π =  

  1) گزینه 9

AB
I ( y ix)dz ,A ,B i1 1= + − = = −∫  

z x iy iz ix y y ix iz= + ⇒ = − ⇒ − = −  

i
i zI ( iz) dz z i

2

1
1

1 1
2

−
−  

= − = − = − 
  

∫  

  3) گزینه 10

z = oنقطه تکین ضروري داخلz   اینباشد بنابر می =1

zf (z) z e z ( ) z
zz

4
32 2 2

3
4 41= = + + = + +K K  
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 ج

z
Res(f ) 4

=
=

o
  

I i( ) i2 4 8= π = π  

  1) گزینه 11

C : z zz z
z
11 1= ⇒ = ⇒ =  

z z z

c c

e dz z e z eI dz , f (z)
z z

z

2 2

2 2

2
1 1 4 1 44

= = =
+ ++

∫ ∫Ñ Ñ  

izهاي ساده داخل قطب z : c21 4
2

+ = ⇒ = ±o  

iz

ii zz

z e iRes(f ) e
z

2
2

22
8 16==

= =  

iz

ii zz

z e iRes(f ) e
z

2
2

22
8 16

−

=−=−
= = −  

i ii iI i (e e ) sin2 2 12
16 4 2

− π
= π − = −  

  3) گزینه 12

z , 1= −o ي  هاي ساده قطب
zef (z)

z(z )1
=

+
  باشند بنابراین می Cهستند که هر دو داخل  

z

z zz

eRes(f ) lim zf (z) lim
z

1
1→ →=

= = =
+o oo

  

z

z zz

eRes(f ) lim (z )f (z) lim
z e1 11

11
→− →−=−

= + = = −  

I i( )
e
12 1= π −  

  3) گزینه 13

z i= ي  قطب سادهf (z)
z i

1
=

−
  است بنابراین Cبوده و داخل  

z iz i
Res(f ) lim(z i)f (z) 1

→=
= − =  

I ( i)
i

1 2 1
2

= π =
π
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  4) گزینه 14

قطب مرتبه دو:  z = π و قطب ساده  z = o  

zz

cos zRes(f ) lim
(z )2 2

1
→=

= =
− π πoo

  

z zz

cos z (sinz)z cos zRes(f ) lim( ) lim
z z2 2

1
→π →π=π

− −′= = =
π

  

iI i( )2 2
1 1 42= π + =

ππ π
  

  ) گزینه صحیح ندارد15

zهاي ساده: قطب , ,2 4= − −o  

z zz z
Res(f ) lim , Res(f ) lim

(z )(z ) z(z )22

1 1 1 1
2 4 8 4 4→ →−= =−

−
= = = =

+ + +oo
  

zz
Res(f ) lim

z(z )44

1 1
2 8→−=−

= =
+

  

zفقط  = o 1داخلγ نابراینقرار دارد ب  

dz ii
z(z )(z )1

12
2 4 8 4γ

π
= π =

+ +∫Ñ  

z = o 2داخلγ  وz 2= zدر نزدیکی  2γي مربوط به منحنی باشد بنابراین تغییر زاویه می 2γروي  − 2=   است. πبرابر −

dz i( ) i( )
z(z )(z )2

1 12
2 4 8 4γ

= π + π − =
+ +∫ oÑ  

  4) گزینه 16

z ,1   قرار دارند. Cهاي ساده بوده و داخل  قطب =2

zz

sin( z ) cos( z )Res(f ) lim
z

2 2

11
1

2→=

π + π
= =

−
  

zz

sin( z ) cos( z )Res(f ) lim
z

2 2

22
1

1→=

π + π
= =

−
  

I j( ) j2 1 1 4= π + = π  

  1) گزینه 17
ki

z z e ,K , ,
2

3 3 31 1 1 2
π

− = ⇒ = = =o o  

iهاي ساده: قطب i
z , e ,e

2 4
3 31
π π

=  
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zققط   قرار دارد بنابراین Cداخل  =1
z

zz

e eRes(f )
z 121 33 =

=
= =  

e eiI i( ) 22
3 3

π
= π =  

  3) گزینه 18

قطب ساده داخل دایره یکه: iz
3

=  

ii zz

i i i iRes(f ) lim (z )f (z) sinh( ) sin( ) I i( sin ) sin( )
33

1 1 1 12
3 3 3 3 3 3 3 3 3→=

2π
= − = = ⇒ = π = −  

  1) گزینه 19

 

OA : z x , z x,dz dx , x 1= = = ≤ ≤o  

OA
zdz xdx

1 1
2

= =∫ ∫o
  

i i iAB : z e , , z e ,dz ie d2
3

θ − θ θπ
= ≤ θ ≤ = = θo 

AB
zdz id i

2
3 2

3

π π
= θ =∫ ∫o

 

i i i
BO : z re , r : , z re ,dz e dr

2 2 2
3 3 31
π π π

−
= → = =o 

BO
zdz rdr

1

1
2

= = −∫ ∫
o

 

I i i1 2 1 2
2 3 2 3

π π
= + − = 

  1) گزینه 20

sin z(z j) z k , k , , z j32 1 2− = ⇒ = π = ± =o o K  

Iقرار دارند بنابراین Cنقاط تکین فوق همگی خارج مسیر  = o باشد. می  

  ) گزینه صحیح ندارد.21

z zي  خارج دایره =1 1
2

zاست ولی  = = o  داخلC قرار دارد بنابراین  
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zf (z) e ( z z z )( )
z z !z

1
2 3

2
1 1 11 1

1 2
= = + + + + + + +

−
K K  

e
! ! !

1 1 11 1
2 3 4

= + + + + = −Kضریب( )
z
1  

z
Res(f ) e 1

=
= −

o
  

I j(e )2 1= π −  

  1) گزینه 22

cos z z k ,k , , ,...1 2
2
π

= ⇒ = π + = ± ±o o  

zي  نقاط تکین فوق خارج دایره قرار دارند بنابراین تابع =1
cos z

zداخل 1 Iتحلیلی است و  =1 = o باشد. می  

  4) گزینه 23

z ,1= o ي هاي ساده قطبzf (z)
z(z )
5 2

1
−

=
−

  قرار دارند. Cهستند که هر دو داخل 

z zz z

z zRes(f ) lim , Res(f ) lim
z z11

5 2 5 22 3
1→ →= =

− −
= = = =

−oo
  

I i( ) i2 2 3 10= π + = π  

  2) گزینه 24

f (z)
(z )(z )2 2

1
1 9

=
+ +

  

(z )(z ) z i , i2 21 9 3+ + = ⇒ = ± ±o  

z i , i3= بالاي محور حقیقی هستند بنابراین  

z i z iz i
Res(f ) lim(z i)f (z) lim

i(z i)(z )2
1 1

169→ →=
= − = =

+ +
  

z i z iz i
Res(f ) lim (z i)f (z) lim

i(z )(z i)23 33

1 13
481 3→ →=

−
= − = =

+ +
  

I i( )
i i

1 12
16 48 12

π
= π − =  

  2) گزینه 25

i z dzz e , cos ,d ,C : z
z iz

2 12 1
2

θ +
= ≤ θ ≤ π ⇒ θ = θ= =o  
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 ج

c c

d dzI dz
cos iz iz z z

z

2

2 2
1 2 1

2 1 4 12
2

π θ
= = =

+ θ + + +
+

∫ ∫ ∫o Ñ Ñ  

z z z ,2 4 1 2 3 2 3+ + = ⇒ = − − − +o  

z 2 3= −   داخل دایره واحد قرار دارد بنابراین +

z
z
Res(f )

z 2 3
2 3

1 1
2 4 2 3=− +

=− +
= =

+
  

I i
i
2 1 22

2 3 3
π

= π =  

  3) گزینه 26

cos z cos z z k , k , ,1 1 2 1− = ⇒ = ⇒ = π = ±o o K  

zفقط  = o  باشد. می 2داخل دایره واحد است و قطب مرتبه  
2 z 2 z

z
z z z2z

z e z eRes(f ) lim( ) lim( ) lim(2e ) 2
z1 cos z 2sin
2

→ → →=
′ ′ ′= = = =

−o o oo
  

I i( ) i2 2 4= π = π  

  3) گزینه 27

z i3= zهر دو قطب ساده و داخل ±   هستند بنابراین =4

z i z iz i z i

z i z iRes(f ) , Res(f )
z i z i3 33 3

1 3 1 1 1 3
2 6 2 6= =−

= =−

+ + + −
= = = =

−
  

i iI i( ) i
i i

1 3 1 32 2
6 6
+ −

= π − = π  

  4) گزینه 28

(y )(x ) (y ) (x )
2

2 2 2 14 2 1 4 2 1
4
−

− + + = ⇒ − + =  

zي نقطه = o  خارجC ي  باشد. نقطه می(x , y )z2 2= = =oo  داخلC .است  
zz z

z zz

e e eRes( ) lim
z(z z ) z z→=

= =
−

o

o oo o
  

z zz z e eef (z ) i f (z ) i
z z

if ( ) e

2

2

2 2

2
2

−
′= π ⇒ = π

π′ =

o oo
o

o o
o o  

  3) گزینه 29
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c

dzI
z(z )1 2

=
−∫Ñ  

C :zداخل  قطب ساده = o  

1zz

1 1 1Res(f ) lim I 2 i( ) i
z 2 2 2→=

= = − ⇒ = π − = −π
−oo

  

Iهاي در انتگرال , I , I4 3   ها صفر است. باشند بنابراین مقدار انتگرال ، نقاط تکین تابع داخل انتگرال، خارج دایره واحد می2

  2) گزینه 30

cos hz cos(iz) iz k z i(k )

k , ,
2 2

1

π π
= ⇒ = ⇒ = π + ⇒ = − π +

= ±

o o

o K
  

zفقط i
2
π

  قرار دارد. Cداخل مسیر  =

  

f (z)
cosh z

1
=   

z iz i
Res(f ) i

sinh z i sin22

1 1

2

ππ ==
= = = −

π
  

I i( i)2 2= π − = π  

  1) گزینه 31

zsin( )
f (z)

zz cos( )2

2

2

=  

zz cos( ) z , z ( k ) , k , ,2 2 1 1
2

= ⇒ = = + π = ±o o o K  

zفقط = o شد بنابراینبا داخل دایره یکه است و قطب ساده می  

z zz

z ztan( ) tan( )
Res(f ) lim z lim

zz2
12 2
2→ →=

= = =
o oo

  

I i( ) i12
2

= π = π  

  1) گزینه 32
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 ج

zنقاط ,2 Iخارج دایره واحد هستند بنابراین =3 = o باشد. می  

  4) گزینه 33

izfتابع (z) (z )e2=   کنیم استفاده می تحلیلی است بنابراین از تابع اولیه +
i

( , )iz iz iz iz
c ( , )

I (z )e dz (z )e dz (z )e e
i

1 12 2 2
π+

π  = + = + = + +  ∫ ∫ o o
o

  

i( i) i( i)I ( i)e e i( ) ( )
i i e e
1 2 2 22 1 2 1π+ π+ π +

= π + + + − − = + − +  

  3) گزینه 34

z (z ) z ,2 2 2+ = ⇒ = −o o  

z = o  قطب مرتبه دو و داخل مسیرC باشد بنابراین می  
z z z

z zz

e (z )e eRes(f ) lim( ) lim
z (z )2

2 1
2 42→ →=

+ −′= = =
+ +o oo

  

iI i( )12
4 2

π
= π =  

  1) گزینه 35

z zf (z)
z z (z )(z )

2 2

4 2 2 2
1 1

5 4 1 4
− −

= =
+ + + +

  

z i , i2= قطب ساده بوده و بالاي محور حقیقی قرار دارند بنابراین  

z iz i

zRes(f ) lim
i(z i)(z )

2

2
1 1

34→→

−
= = −

+ +
  

z iz i

zRes(f ) lim
i(z )(z i)

2

222

1 5
121 2→=

−
= =

+ +
  

I i( )
i i

1 52
3 12 6

π
= π − + =  

  4) گزینه 36

icosh( z) cos( iz) z (k ),k , ,2 2 1
2 2

π
= ⇒ = ⇒ = − π + = ±o o o K  

iنقاط iz , z
4 4
π π

= =   قطب ساده بوده و داخل دایره واحد هستند بنابراین:−

n n
n n

z iz i z i

z zRes(f ) (i ) ,  Res (f ) ( i )  
sinh( z) i sinh( z) i44 4

1 1
2 2 2 4 2 2 2 4ππ π =−= =−

π π
= = = = − −  
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n n n nI i( (i ) ( i ) ) (i ) ( ( ) )
i i

1 12 1 1
2 4 2 4 4

π π π
= π − − = π − −  

  1) گزینه 37

z z z i, i2 2 2 1 1+ + = ⇒ = − + − −o  

Iنقاط فوق هر دو خارج دایره واحد هستند بنابراین = o باشد. می  

  1) گزینه 38

 

zeتابع
z  تحلیلی است بنابراین −2 z z z

c c c c
e dz e dz e dz e dz

2 2 2 2

31 2 4

− − − −+ + + =∫ ∫ ∫ ∫ o  

C : z x , a x a ,dz dx1 = − ≤ ≤ =  

a az x x z
c a c

e dz e dx e dx,a e dz
2 2 2 2

1 1
2− − − −

−
= = → ∞ ⇒ = π∫ ∫ ∫ ∫o

  

C : z a iy , y b,dz idy2 = + ≤ ≤ =o  

b b bz y a iay y a y a
c

e dz e idy i e cos( ay)dy e sin( ay)dy
2 2 2 2 2 2 22

2
2 2− − − − −= = +∫ ∫ ∫ ∫o o o

  

aهر دو انتگرال فوق با فرض → yصفر هستند چون∞ a
a
lim e , y b

2 2−

→∞
= ≤ ≤o o بنابراین اگرa → zآنگاه ∞

c
e dz

2

2

− =∫ o  

aبه همین ترتیب اگر → zآنگاه∞
c

e dz
2

4

− =∫ o باشد. می  

C : z x ib , x : a a ,dz dx3 = + → − =  

a a az x b ibx x b x b
c a a a

e dz e dx e cos( bx)dx i e sin( bx) dx
2 2 2 2 2 2 22

3
2 2

−− − + − − + − +
− −

= = − +∫ ∫ ∫ ∫  

xچون be sin( bx)
2 2

2− aباشد و اگر  ي فوق صفر می فرد است بنابراین انتگرال دوم در رابطه + →   آنگاه∞

z b x b x
c

e dz e e cos( bx)dx e e ( bx)dx
2 2 2 2 2

3
2 2 2

∞ ∞− − −
−∞

= − = −∫ ∫ ∫o
  

aبا فرض  →   ، نتیجه نهایی به صورت زیر است:∞

b x x be e cos( bx)dx e cos( bx) dx e
2 2 2 2

2 2 2
2

∞ ∞− − −π
π − = ⇒ =∫ ∫o o

o 

  4) گزینه 39
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 ج

z 1
2

= zfتابع 3قطب مرتبه  − (z)
( z )

4

3
1

2 1
+

=
+

zاست که داخل    قرار دارد. =1

z zz

iRes(f ) lim ((z ) f (z)) lim ( (z )) I i( )
!

3 4
1 11
2 22

1 1 1 1 3 3 31 2
2 2 2 8 16 16 8→− →−=−

π′′ ′′= + = + = ⇒ = π =  

  2) گزینه 40

Im(z)

dxI i Res( )
(x a )(x b ) (z a )(z b )2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 12
2 2

∞

−∞
>

= = π
+ + + +

∑∫
o

  

f (z)
(z a )(z b )2 2 2 2

1
=

+ +
  

z bi , z ai=   بالاي محور حقیقی هستند =

z aiz ai
Res(f ) lim

(z ai)(z b ) ai(b a )2 2 2 2
1 1

2→=
= =

+ + −
  

z biz bi
Res(f ) lim

(z a )(z bi) bi(a b )2 2 2 2
1 1

2→=
= =

+ + −
  

I i(
ab(b a)ai(b a ) bi(a b )2 2 2 2

1 1
22 2

π
= π + =

+− −
  

  4) گزینه 41

  

r sin cos ,2 5 13 4
4 2 2 2
θ θ

= − = + ≤ θ ≤ πo  

 r , r 5 23
2 2 4
π

θ = ⇒ = θ = ⇒ = +o  

 r , r5 3 5 2
2 2 2 4

π
θ = π⇒ = θ = ⇒ = −  

 r , r 52 2 3
2

θ = π⇒ = θ = π ⇒ =  

 r4 3θ = π⇒ =  

≥4ي  بنابراین در بازه θ ≤ πo  دور تناوب)rي  )، مسیر بستهC ي  دو دور کامل نقطهz = o زند بنابراین را دور می  
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z
I ( i) Res( ) i( ) i

z
12 2 4 1 4

=
= π = π = π

o
  

  3) گزینه 42

sin( z)
f (z) , cos( z) z (k ) ,k , ,

cos( z)

22 1
2 2

2

π
π π

= = ⇒ = π + = ±
π π

o o K  

zفقط   بنابراین قرار دارد Cقطب ساده بوده و داخل مسیر  =1

zz

sin( z)
Res(f )

sin( z)
11

22

2 2

=
=

π

= = −
π π π−

  

I i( ) i22 4= π − = −
π

  

  3) گزینه 43

cos z تابعی تحلیلی است بنابراین  

( i) ( i)
I cos zdz sin z sin(( i) ) sin(i )

1 1
1

+ π + π
= = = + π = − π∫o o

  

I i sinh( )= − π  

  1) گزینه 44

z = o ي  قطب سادهz cos z sin zf (z)
z sin z

2 22
2

+
  قرار دارد. Cباشد که داخل  می =

z z zz

z cos z sin z cos z zRes(f ) lim zf (z) lim lim
sin z

2 2 22 2 1
2 2 2→ → →=

+ +
= = = =

o o oo
  

I i( ) i12
2

= π = π  

  3) گزینه 45
iz

Im(z)

cos x eI dx Re i
x z2 2

1 1 2
2 21 1

∞

−∞
>

 
= = π 

+ +  
∑∫

o
  

izef (z)
z2 1

=
+

  

z i= :قطب ساده بوده و بالاي محور حقیقی است بنابراین  
iz

z iz i

eRes(f )
z i e

1 1
2 2=

=
= =  
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 ج

I Re ( i)( )
ie e

1 12
2 2 2

π = π =  
  

  4) گزینه 46

i iz e ,dz ie d 32 2
2

θ θ π
= = θ, ≤ θ ≤o  

c
dz id ( i)( ) i

z

3
23 3 93 3

2 2

π π π
= θ = =∫ ∫o

  

  4) گزینه 47

cos x dx cos xI dx dx
x x x2 2 2

1 1 2 1 1 2
2 2 21 1 1

∞ ∞ ∞+
= = +

+ + +∫ ∫ ∫o o o
  

cos xI dx
x2

1 2
4 4 1

∞

−∞

π
= +

+∫  

izef (z)
z

2

21
=

+
  

z i= ي  قطب سادهf (z) .است که بالاي محور حقیقی قرار دارد  
iz

z iz i

eRes(f )
z ie

2

2
1

2 2=
=

= =  

cos x dx Re i
x ie e2 2 2
2 12

1 2
∞

−∞

π = π = +  ∫  

(e )I
e e

2

2 2
1

4 4 4
π π π +

= + =  

  2) گزینه 48
iaz ibze ef (z)

z2
−

=  

z = o  قطب مرتبه یک تابعf (z) ي آن را در  چون روي محور حقیقی قرار دارد مانده باشد و میiπ کنیم. ضرب می  

z

cosax cos bxI dx Re i Res(f )
x2

∞

−∞ =

−  = = π  ∫ o
  

iaz ibz iaz ibz

z z zz

e e iae ibeRes(f ) lim zf (z) lim lim i(a b)
z 1→ → →=

− −
= = = = −

o o oo
  

[ ]I Re i(i(a b)) (b a)= π − = π −  

  3) گزینه 49

z = o  است. 6قطب مرتبه  
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( )z

zz

eRes(f ) lim z
! !z

6
6

6
1 1
5 5→=

 
= = 

  oo
  

iI i( )
! !

1 22
5 5

π
= π =  

  1) گزینه 50

z i= ±πتابع 2هاي مرتبه  قطب
zef (z)

(z )2 2 2=
+ π

zباشند و داخل دایره می   قرار دارند. =4

z z z

z i z iz i

e e (z i) (z i)eRes(f ) lim ( ) lim
(z i) (z i)

2

2 4
2

→−π →−π=−π

− π − − π′= =
− π − π

  

z i

iRes (f ) 34=−π

π −
=

π
  

z z z

z i z iz i

e e (z i) (z i)eRes(f ) lim ( ) lim
(z i) (z i)

2

2 4
2

→π →π=π

+ π − + π′= =
+ π + π

  

z i

iRes(f ) 34=π

π +
=

π
  

i i iI i( )3 32
4 4
π − π +

= π + =
ππ π

  

  3) گزینه 51

z z z ,2 12
2

− = ⇒ =o o  

z z

sin z zlim lim
z z z z2 22 2→ →

π π
= = −π

− −o o
  

z = o .رفع شدنی است  

z 1
2

  قطب مرتبه یک داخل دایره واحد است بنابراین=

zz

sin zRes(f ) I i( ) i
z 11

22

1 2 1 2
4 1 ==

π
= = ⇒ = π = π

−
  

  4) گزینه 52

cosh zf (z)
(z i) sinh z

=
−

  

sinh z sin(iz) iz k z ik ,k , ,1= ⇒ = ⇒ = π ⇒ = π = ±o o o K  

z i , z= = o ي  قطب سادهf (z) بوده و داخلz   هستند. =2
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 ج

z z iz z i

z cosh z cosh zRes(f ) lim i ,Res(f ) lim coth(i)
(z i) sinh z sinh z→ →= =

= = = =
−oo

  

I i(coth(i) i)2= π +  

  3ه ) گزین53

z = o  تابع  5قطب مرتبهsin z
z6

  قرار دارد. Cاست و داخل  2

z

sin z z z( z ) Res(f )
! !z z

3 5

6 6
2 1 8 32 42

3 5 15=
= − + − ⇒ =

o
K  

iI i( )4 82
15 15

π
= π =  

  2) گزینه 54

z = o  باشد. می 5قطب مرتبه  

( )
z zz

Res(f ) lim(cos hz) lim cosh z
! ! !

41 1 1
4 4 4→ →=

= = =
o oo

  

iI i( )
!

12
4 12

π
= π =  

  1) گزینه 55

c
I z dz

2
= ∫Ñ  

AB : z x , x ,dz dx1= ≤ ≤ =o  

AB
z dz x dx

12 2 1
3

= =∫ ∫o
  

BC : z iy , y ,dz idy1 1= + ≤ ≤ =o  

BC
z dz i( y )dy i

12 2 41
3

= + =∫ ∫o  

CD : z x i , x : ,dz dx1= + → =o  

CD
z dz (x )dx2 2

1

41
3

= + = −∫ ∫
o  

DA : z iy , y : ,dz idy1= → =o  

DA
z dz iy dy i2 2

1

1
3

= = −∫ ∫
o  

I i i i1 4 4 1 1
3 3 3 3

= + − − = − +  
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  4) گزینه 56

z = o  قطب مرتبهn تابعz n
zf (z)
e z

1−
  باشد که داخل دایره واحد است. می =

z (n )
zz

Res(f ) lim((z )e )
(n )!

11 1
1

− −

→=
= −

− oo
  

(k) (k) (k ) (k ) (k)n(n )(uv) uv nu v u v u v1 21
2

− −−′ ′′= + + + +K  

z (n ) n z n z((z )e ) (z )( ) e (n )( )( ) e1 1 21 1 1 1 1 1− − − − − −− = − − + − −  

( )
n

n n

z

1 n( 1)Res f (( 1) (n 1)( 1) )
(n 1)! (n 1)!=

−
= − + − − =

− −o
  

n

z nc z

z n( )dz i Res(f )
i i (n )!e z

1 1 1 12
2 2 1=

− −
= π =

π π −∫ oÑ  

  3) گزینه 57

z z

dzI i Res( ) i
z z2 1

12 2
1 1= =−

= = π = π
+ +∫Ñ  

c c c

dz dx idy (dx idy)(x iy)
z x iy (x ) y2 2

1
1 1 1

+ + + −
= =

+ + + + +∫ ∫ ∫Ñ Ñ Ñ  

c c

(x )dx ydy (x )dy ydxI i i
(x ) y (x ) y2 2 2 2

1 1 2
1 1

+ + + −
= + = π

+ + + +∫ ∫Ñ Ñ  

c c

(x )dx ydy (x )dy ydx,
(x ) y (x ) y2 2 2 2

1 1 2
1 1

+ + + −
= = π

+ + + +∫ ∫oÑ Ñ  

  2) گزینه 58

k k
cot z cos zf (z)
z z sin z2 1 2 1+ +

π π
= =

π
  

kz sin z z , z k ,k , ,...2 1 1+ π = ⇒ = = = ±o o o  

z = o قطب مرتبهz , k1 2 2= ± xهاي ساده، درون و روي بیضی قطب + y2 24 1+   قرار دارند. =

( k )
zz

z cos zRes(f ) lim( )
( k )! sin z

2 11
2 1

+

→=

π
= =

+ πoo
o  

zتابع cos z
sin z

π
π

)زوج است بنابراین مشتق مرتبه  k )2 zخواهد بود و حد آن در ام آن، تابعی فرد  +1 = o باشد. صفر می  

kz z zz

cos( z)(z ) (z )Res(f ) lim lim lim
sin( z) cos zz sin( z)2 11 1 11

1 1 1 1
+→ → →=

π − − − −
= = = =

π π π ππ
  

kz z zz

cos( z)(z ) zRes(f ) lim lim lim
sin( z) cos( z)z sin( z)2 11 1 11

1 1 1 1
+→− →− →−=−

π + + −
= = = =

π π π ππ
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 ج

z z
Res(f ) Res(f ) I

1 1= =−
+ = ⇒ =o o  

  4) گزینه 59

sin(z ) cos zf (z)
(z )(z )

1
1 2

+ π + π
=

− −
  

z zz z

sin(z ) cos z sin(z ) cos zRes(f ) lim , Res(f ) lim
z z1 21 2

1 11 1
2 1→ →= =

+ π + π + π + π
= = = =

− −
  

I i( ) i2 1 1 4= π + = π  

  1) گزینه 60

z = o  قطب مرتبهn2 .است  
k k k k k

k
n n n n

k k k

(z ) cos z z z ( ) z ( ) zf (z) ( )
( k)! ( k)! ( k)!z z z z

2 2 2

2 2 2 1 2
1 1 1 11

2 2 2

∞ ∞ ∞

−
= = =

+ + − −
= = − = +∑ ∑ ∑

o o o
  

در سري
k k

n
k

( ) z
( k)! z

2

2
1

2

∞

=

−∑
o

ي ا جمله
z
  وجود ندارد. 1

و در سري
k k

n
k

( ) z
( k)! z

2

2 1
1

2

∞

−
=

−∑
o

kبه ازاي n 1= ي به جمله −
z
1  

n( )
( n )!

11
2 2

−−
−

  رسیم بنابراین می 

n n

ncz

( ) (z )cos z ( )Res(f ) dz
( n )! i ( n )!z

1 1

2
1 1 1 1

2 2 2 2 2

− −

=

− + −
= ⇒ =

− π −∫o
  

  4) گزینه 61

z = o  خارج مسیرC  قرار دارد بنابراین بایدz w=  داخل مسیرC باشد آنگاه  

z wz w

z z w wRes(f ) lim w
z w w

2 21 1 11
→=

− + − +
= = = − +  

f (w) i(w ) f (w) i( )
w w2
1 12 1 2 1′= π − + ⇒ = π −  

if ( ) 485
25

π′ =  

wالبته مقدار    قرار ندارد بنابراین صورت تست داراي ایراد است. Cداخل مسیر  =5

  4) گزینه 62

z = o .تکین اساسی است  

z
z sin z ( ) Res(f )

z z !z !z
2 2

3 5
1 1 1 1 1

63 5 =
= − + − ⇒ = −

o
K  
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iI i( )12
6 3

π
= π − = −  

  1) گزینه 63

izهاي ساده: قطب z z( z ) z ,3 24 4 1
2

+ = ⇒ + = ⇒ = ±o o o  

zz

(z )Res(f ) lim
z

2

2
2 4

4 1→=

+
= =

+oo
  

ii zz

(z ) iRes(f ) ( ) i
z

2
2

2
22

2 1 152
2 2 812 1 ==

+
= = − + = − −

+
  

ii zz

(z ) iRes(f ) ( ) i
z

2
2

2
22

2 1 152
2 2 812 1 =−=−

+
= = − − = − +

+
  

iI i( i i)15 152 4
8 8 2

π
= π − − − + =  

  2) گزینه 64

Im(z)

dxI i Res( )
x z4 4

12
1 4 1 4

∞

−∞
>

= = π
+ +

∑∫
o

  

ki( )
f (z) , z z e , k , , ,

z

2
4 4 44

4
1 1 11 4 1 2 3

41 4 2

π π
+−

= + = ⇒ = = =
+

o o  

iي محور حقیقی:هاي بالا قطب i
z e , z e

3
4 4

1 2
1 1
2 2

π π

= =  

z zz z i
Res(f ) ( i)

z
e

3 311
4

1 2 2 1 1
816

16
= π=

= = = − +  

z zz z
Res(f ) ( i)

z3 22

1 1 1
816 =

=
= = −  

I i( i i)1 1 1 12
8 8 8 8 2

π
= π − − + − =  

  3) گزیه 65

z sin z z k , k , ,2 1= ⇒ = π = ±o o K  

z، 3فقط قطب مرتبه  = oداخل ،z   قرار دارد. =3

f (z)
z sin z z z zz (z ) z ( )

! ! !

2 3 2 4
2 3

1 1 1

1
3 3 5

= = =
− + − + −K K
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 ج

کافی است در
z

!

2
1

1
3

− +K
  را تعیین کنیم. z2ي شامل جمله 

  

fبنابراین  (z) ي شامل جملهz
zz

2

3
1 1

6 6
  باشد. می =

z

iRes(f ) I i( )1 12
6 6 3=

π
= ⇒ = π =

o
  

  4) گزینه 66

z zz z z zf (z) e e .e ( z )( )
! ! z !z !z

1 1 2 3

2 3
1 1 11 1

2 3 2 3

+
= = = + + + + + + + +K K  

n! ! ! ! ! n!(n )!
1 1 1 11
2 2 3 3 4 1

∞

=
= + + + + =

+∑
o

Kضریب( )
z
1  

n
I i

n!(n )!
12

1

∞

=
= π

+∑
o

  

  3) گزینه 67

iI cos(e )d
2π θ= θ∫o

  

i dzz e , d , c : z
iz

2 1θ= ≤ θ ≤ π ⇒ θ = =o  

c zz

cos(z) cos(z) cos zI dz i Res( ) i lim( )
iz iz i

2 2 2
→=

= = π = π = π∫ ooÑ  

  3) گزینه 68

z zاست و داخل نقطه تکین اساسی =1   قرار دارد. =2

tzf (z) z e , z t f (z) ( t) e
11

2 21 1 1−= = + ⇒ = +  

f (z) (t t )( )
t !t

2
2

1 12 1 1
2

= + + + + +K  

iI i( )
!

1 13 13 131 1 2
3 6 6 3

π
= + + = ⇒ = π )ضریب= )

z
1

1
=

−
)ضریب )

t
1  

  2) گزینه 69
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zfتابع (z)
sin z

zدر  = = o باشد بنابراین شدنی می شامل نقطه تکین رفع  

z
Res(f ) I

=
= ⇒ =

o
o o  

  3) گزینه 70

C : z i 13
3

− =  

z iz z z(z iz ) z , i , i3 2 26 6 2 3− + = ⇒ − + = ⇒ = −o o o  

zفقط  i3=  داخل دایرهC .قرار دارد  

z iz i

zRes(f ) lim ( i)
z(z i)33

2 1 1 1 6
2 15→=

+
= = − +

+
  

I i( ( i)) ( i)12 1 6 12 2
15 15

π
= π − + = −  

  هر دو صحیح است. 3و  2) گزینه 71

sin zz z i , f (z) ,C : z i
z

2
21 1

1
+ = ⇒ = ± = − =

+
o  

iz i

sin zRes(f ) sin(i)
z i

1
2 2=

= =  

z i=  فقط داخلC باشد. می  

I i( sin(i)) sin(i) i sinh ( )
i

12 1
2

= π = π = π  

  ) گزینه صحیح ندارد.72

z 1=   هستند. 2هاي مرتبه  قطب ±

ef (z)
(z )

2

2 21
=

−
  

zz

e eRes(f ) lim( )
(z )

2 2

211 41→=
′= = −

+
  

zz

e eRes(f ) lim ( )
(z )

2 2

211 41→−=−
′= =

−
  

e eI i( )
2 2

2
4 4

= π − + = o  

  4) گزینه 73

z i=   است. 4قطب مرتبه  −
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zef (z)
(z i)

2

4=
+

  

z z
z i z iz i

iRes(f ) lim (e ) lim ( z z)e
! ! e

2 231 1 28 12
3 3 3→− →−=−

′′′= = + = −  

iI i( )
e e

2 42
3 3

π
= π − =  

  2) گزینه 74
izef (z) ,z z z i

z z

2
2

2 2 2 1
2 2

= + + = ⇒ = − ±
+ +

o   

z i1= −   بالاي محور حقیقی است. +
iz

i

z i

eRes (f ) e
z i

2
2 2

1

1
2 2 2

− −

=− +
= =

+
  

i cosI Re i e
i e

2 2
2

1 22
2

− − π = π =  
  

  1) گزینه 75

z = o براي توابع  2ي مرتبه  ریشهzcos z , z e21−باشد بنابراین در تابع میz
cos z

z e2
ي  نقطه رفع شدنی است یعنـی مانـده   −1

Iباشد و  آن صفر می = o  

  4) گزینه 76

z = o  قطب مرتبهn2   باشد. می +1
n

n
n n

z z zf (z) cos z ( ( ) )
! ! ( n)!z z

2 4 2

2 1 2 1
1 1 1 1

2 4 2+ +
= = − + − + − +K K  

n n( ) i( )I
( n)! ( n)!

1 2 1
2 2
− π −

= ⇒ )ضریب= )
z
1  

  2) گزینه 77

g(z) cosh z g( ) g ( ) , g ( )1 ′ ′′= − ⇒ = = ≠o o o o o  

z = o  ي تابع  صورت است بنابراین قطب ساده 2مخرج و قطب مرتبه  3قطب مرتبهcosh zf (z)
z sin z2

1−
  باشد. می =

z z zz

z
cosh z !Res(f ) lim zf (z) lim lim

zsin z z

2

2
1 12

2→ → →=

−
= = = =

o o oo
  

I i( )
i

1 1 12
2 2 2

= π =
π
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  3) گزینه 78

zα eتابع 3قطب مرتبه  = sing( )
( z)3

α α
α =

α −
  باشد. می 

z
z zz

Res(g) lim(e sin ) lim( e cos ) e cos z
! !

1 1 2
2 2

α α

α→ α→α=
′′= α = α =  

z zf (z) ie cos z f (z) ie sin z2 4′′= π ⇒ = − π  

  1) گزینه 79

z = o نقطه تکین تنها داخلz   باشد. می =1
n

n k n k

k

n
f (z) (z ) z ( )

kz z z z

2
2 221 1 1 1 −

=

 
= + =  

 
∑

o
  

n
k n

k

n
f (z) z

k

2
2 2 12 − −

=

 
=  

 
∑

o
  

z

n n
k n Res(f )

n nz
2 21

=

   
= ⇒ ⇒ =   

   o
  

n
I i

n
2

2
 

= π  
 

  

  1) گزینه 80

sin zf (z)
z21

=
+

  

z iz i

sin zRes(f ) sin(i)
z i

1
2 2=

=
= =  

I i( sin(i)) sin(i) i sinh ( )
i

12 1
2

= − π = −π = −π  

  2) گزینه 81

dx cos xI dx
( x ) ( x )2 2

2
2 1 2 1

∞ ∞
= −

+ +∫ ∫o o
  

cos xI dx
x2

1 2
4 4 1

∞

−∞

π
= −

+∫  

izef (z) , z z i
z

2
2

2 1
1

= + = ⇒ = ±
+

o  
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z i= ي  قطب سادهf (z) است که در بالاي محور حقیقی قرار دارد  
iz

z iz i

eRes(f ) e
z i

2
21

2 2
−

=
=

= =  

cos x dx Re i e e
ix

2 2
2

2 12
21

∞ − −
−∞

 = π = π +  ∫  

I e ( e )2 21 1
4 4 4

− −π π
= − π = −  
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  معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی :فصل پنجم

  ) مفاهیم اولیه 5-1

  نامیم. اي که شامل یک یا چند مشتق جزئی یک تابع چند متغیره باشد را معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی می معادله

  .گوئیم ي مشتقات جزئی را در یک معادله دیفرانسیل، مرتبه معادله دیفرانسیل می بالاترین مرتبه

باشد در اینصورت فرم کلی معادله دیفرانسـیل بـا مشـتقات جزئـی      y , xیک تابع دو متغیره با متغیرهاي مستقل  zاگر

  مرتبه اول به صورت زیر است.

x yf (z , z , z, x, y) = o  

  .باشد  فرم کلی معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی مرتبه دوم به صورت زیر می

xx yy xy x yf (z , z , z , z , z , z , x, y) = o  

دیفرانسیل نسبت به تابع (متغیر وابسته) و تمام مشتقات جزئی آن خطی باشد در اینصورت آن را معادلـه  اگر یک معادله 

  نامیم. دیفرانسیل خطی با مشتقات جزئی می

  معادله دیفرانسیل خطی مرتبه اول به صورت زیر است:

x yf (x, y)z f (x, y) z f (x, y)z R(x, y)1 2 3+ + =  

  باشد: له دیفرانسیل خطی مرتبه دوم به صورت زیر میمعاد

xx xy yy x yf (x, y)z f (x, y)z f (x, y) z f (x, y)z f (x, y)z f (x, y)z R(x, y)1 2 3 4 5 6+ + + + + =  

,R(xدر معادلات خطی اگر y) = o  باشد، معادله دیفرانسیل را همگن و در غیر اینصورت آن را، معادله دیفرانسیل ناهمگن

  نامیم. می

جزئی آن، مقادیر ثابت باشند آنگاه آن را معادله دیفرانسیل خطـی  و مشتقات  zاگر در معادلات دیفرانسیل خطی ضریب 

  نامیم. با ضرایب ثابت می

  باشند: معادلات خطی مرتبه اول و دوم با ضرایب ثابت به صورت زیر می

x yaz bz cz R(x, y) , a, b,c R+ + = ∈  

xx xy yy x yaz bz cz dz ez fz R(x, y)+ + + + + =  

تبه، خطی باشد آنگـاه آن را معادلـه دیفرانسـیل شـبه خطـی      اگر یک معادله دیفرانسیل بر حسب مشتقات با بالاترین مر

  نامیم. (نیمه خطی) می
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  باشد: معادله دیفرانسیل شبه خطی (نیمه خطی) مرتبه اول و دوم به صورت زیر می

x yf (x, y, z) z f (x, y, z)z R(x, y,z)1 2+ =  

xx xy yy x yf (x, y, z) z f (x, y, z)z f (x, y, z) z R(z , z , z , x , y)1 2 3+ + =  

امل یک تـاب دلخـواه و یـا حـداکثر دو پـارامتر مسـتقل       : الف) جواب عمومی یک معادله دیفرانسیل مرتبه اول ش1نکته 

  باشد. می

  باشد. ب) جواب عمومی یک معادله دیفرانسیل مرتبه دوم شامل دو تابع دلخواه و یا حداکثر پنج پارامتر مستقل می

  : تشکیل معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی2نکته 

گیـریم و سـپس در    بر حسب متغیرهاي مستقل مشتق مـی یک معادله دیفرانسیل مشخص باشد از آن  یاگر جواب عموم

  توانیم معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی را تعیین کنیم. معادلات حاصل با حذف پارامترها یا توابع دلخواه می

دیفرانسـیل بـا    ، کـدام معادلـه  y , xو متغیرهاي مستقل  Zبین متغیر وابسته  φ: با حذف تابع دلخواه1مثال 

  شود؟  مشتق نسبی حاصل می

(x z , xy)2 2φ − = o  

  1(z xx y x
x y

2∂ ∂
− =

∂ ∂
   2(z zxz yz x

x y
2∂ ∂

− =
∂ ∂

   3(z zx z x
x y

2∂ ∂
− =

∂ ∂
   4(z zxz yz x

x y
2∂ ∂

+ =
∂ ∂

   

  2پاسخ: گزینه 

u x z , v xy , (u, v)2 2= − = φ = o  

  گیریم: مشتق می y , xاز معادله فوق نسبت به 

x

y

( x zz ) y
u v

zz x
u v

2 2

2

∂φ ∂φ − + = ∂ ∂


∂φ ∂φ− + =
 ∂ ∂

o

o
  

  باشد که دترمینان ضرایب برابر صفر باشد دستگاه همگن فوق وقتی داراي جواب غیرصفر می

x y
x

y

x xzz yzzx zz y
z zzz x xz yz x
x y

2

2

2 2 22 2
2

− + =−
= ⇒ ∂ ∂− − =

∂ ∂

o
o  
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xyz: یک معادله دیفرانسیل با مشـتقات جزئـی کـه جـواب آن در رابطـه     2مثال  (x y z)= φ + صـدق کنـد    +

  بارتست از  ع

  1 (z zy x z
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
    2(z zx( ) z

x y
2∂ ∂

+ =
∂ ∂

  

  3(z zx(y z) y(z x) z(x y)
x y

∂ ∂
− + − = −

∂ ∂
  4 (z zx y

x y
∂ ∂

− =
∂ ∂

o  

  3پاسخ: گزینه 

u x y z , xyz (u) z (u)
xy
1

= + + = φ ⇒ = φ  

  گیریم: مشتق می y , xي فوق نسبت به  از معادله

x x x x
zz ( z ) z ( z )

xy x xyx y2
1 1 1 1

′φ′= − φ + + φ ⇒ + = +  

y y y y
zz ( z ) z ( z )

xy y xyxy2
1 1 1 1

′φ′= − φ + + φ ⇒ + = +  

  کنیم: ي فوق را به هم تقسیم می دو رابطه

x
x

y
y

zz zx
z zz
y

1
1

+ +
=

++
  

x x y y y x y x
z z z zz z z z z z z z
x x y y

+ + + = + + +  

x x y y
z z z z zz z z z (x y)
y x y x xy

− + − = − = −  

x yx(y z)z y(z x)z z(x y)− + − = −  

  ) معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی مرتبه اول5-2

xباشد آنگاه y , xبعی از دو متغیر مستقل تا zاگر  yf (z , z , z , x, y) = o  یک معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی مرتبـه ،

  کند. یک روش عمومی براي حل تمام معادلات مرتبه اول وجود ندارد. اول را معرفی می

  کنیم. هاي متفاوتی را براي حل معادله مرتبه اول مطرح می در این بخش روش

zاگر معادله مرتبه اول فاقد )1
x

∂
∂

توان معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی را مشابه  ، میxباشد آنگاه با ثابت فرض کردن  

zمعادله دیفرانسیل معمولی حل کرد و اگر معادله فاقد
y

∂
∂

  کنیم. را ثابت فرض می yباشد آنگاه  

http://www.SANJESH.IR


 ریاضیات مهندسی
 

WWW.SANJESH.IR    
 

«297» 

  فرانسیل مرتبه اول شبه خطی (نیمه خطی)) معادله دی2

zبراي حل معادله دیفرانسیل  zf (x, y, z) f (x, y, z) R(z, x, y)
x y1 2

∂ ∂
+ =

∂ ∂
  ابتدا دستگاه معادلات

  گیریم لاگرانژ را به صورت زیر در نظر می

dx dy dz
f (x, y, z) f (x, y, z) R(x, y, z)1 2

= =  

,v(xاز حل دستگاه فوق دو جواب y, z) c , u(x, y, z) c2 1= رت جـواب عمـومی معادلـه    آوریـم در اینصـو   را به دست مـی  =

  باشد. دیفرانسیل شبه خطی به صورت زیر می

u (v)= φ یاv (u)= φ یا(u, v)φ = o  

  ) معادله دیفرانسیل مرتبه اول خطی3

xالف) براي حل معادله مرتبه اول خطی به صورت yf (x, y)z f (x, y)z f (x, y)z R(x, y)1 2 3+ + انیم از روش لاگرانـژ  تـو  می =

dxبا دستگاه معادلات dy dz
f f R f z1 2 3

= =
−

  ، استفاده کنیم.

  ب) جواب عمومی معادله خطی با مجموع جواب همگن و جواب خصوصی برابر است

h Pz z z= +  

hz جواب معادله دیفرانسیل همگن )(جواب همگنx yf z f z f z1 2 3+ + = o ي آن، دسـتگاه   باشد که یـک روش محاسـبه   می

  لاگرانژ است.

Pzمعادله است. روش ضرایب نامعین (مشابه معادلات دیفرانسیل معمولی) جواب خصوصی  

,R(xبراساس  Pzباشد. در این روش فرم کلی می Pzهاي معمول براي تعیین یکی از روش y) شود. مشخص می  

zج) معادله دیفرانسیل خطی همگن با ضرایب ثابت به صورت za b cz
x y

∂ ∂
+ + =

∂ ∂
o باشـد. بـا اسـتفاده از روش لاگرانـژ      می

  جواب این معادله به صورت زیر است.
c x
az e (ay bx) , a

−
= φ − ≠ o  

c y
bz e (ay bx) , b

−
= φ − ≠ o  

Dبا فرض اپراتورهاي , D
x y
∂ ∂′= =
∂ ∂

xي  ، معادله yaz bz cz R(x, y)+ + aD)بـه فـرم    = bD c)z R′+ + قابـل نمـایش    =

  توانیم استفاده نمائیم. باشد. براي تعیین جواب خصوصی معادله از روش اپراتورهاي معکوس نیز می می
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zدیفرانسیل : جواب معادله3مثال  zx y z
x y

∂ ∂
− =

∂ ∂
باشد، با اسـتفاده از دسـتگاه    می y , xتابعی از  Zکه در آن  

dxلاگرانژ dy dz
x y z

= =
−

  کدام است؟   

vهر رابطه اختیاري بین دو تابع) 1   yz , u xz= =  

xvهر رابطه اختیاري بین دو تابع) 2   yz , u
z

= =  

xvهر رابطه اختیاري بین دو تابع )3   xz , u
z

= =  

zvهر رابطه اختیاري بین دو تابع) 4    xy , u
x

= =  

  4پاسخ: گزینه 

dx dy Lnx Lny Lnc v xy c
x y 1 1= − ⇒ = − + ⇒ = =  

dz dx zLnz Lnx Lnc u c
z x x2 2= ⇒ = + ⇒ = =  

  باشد بنابراین جواب عمومی معادله دیفرانسیل به صورت زیر می

z(u, v) , ( , xy)
x

φ = φ =o o  

φ باشد. تابعی دلخواه می  

u: حل عمومی معادله4مثال  u x
x y

2∂ ∂
+ =

∂ ∂
  برابر است با:   

  1(y xu e (x )2 21 1
2

−= + +   2(xu f (y x)
2

2
2

= − +   3(xu sin(y x)
2

2 1
2

= − + +   4(xu sin(y x)
2

2
2

= − +  

  2پاسخ: گزینه 

xمعادله دیفرانسیل  yu u x2+   ، یک معادله خطی غیرهمگن با ضرایب ثابت است.=

h pu u u= +  
c x
a

x yaz bz cz z e (ay bx)
−

+ + = ⇒ = φ −o  

x y hu u a , b ,c u f (y x)2 1 2 2+ = ⇒ = = = ⇒ = −o o  

,R(xبراساس  y) x= :جواب خصوصی به صورت زیر است  

p p
p

u u
u ax bx c ax b ,

x y
2 2

∂ ∂
= + + ⇒ = + =

∂ ∂
o  
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pax b x a , b u x c21 12
2 2

+ = ⇒ = = ⇒ = +o  

uبنابراین جواب عمومی به صورت  f (y x) x c212
2

= − +   هر مقدار دلخواهی است Cباشد که  می +

zي  : جواب عمومی معادله5مثال  z x y
x y

2 3∂ ∂
− = +

∂ ∂
  را تعیین کنید. 

  پاسخ:

  ن با ضرایب ثابت است.ي خطی غیرهمگ ي فوق، معادله معادله

x y hz z a ,b ,c z (y x)2 1 2 2− = ⇒ = = − = ⇒ = φ +o o  

P P
p

z z
z Ax By x y

x y
2 2 2 3

∂ ∂
= + ⇒ − = +

∂ ∂
  

pAx By x y A , B z x y2 21 3 1 32 4 3
2 4 2 4

− = + ⇒ = = − ⇒ = −  

zجواب عمومی: (y x) x y2 21 32
2 4

= φ + + −  

x: جواب عمومی معادله دیفرانسیل 6مثال  y(x y)z (z x)z y z− + − =   را تعیین کنید. −

  پاسخ:

  کنیم. ز دستگاه لاگرانژ استفاده میمعادله فوق، شبه خطی است و ا

dx dy dz
x y z x y z

= =
− − −

  

(x y) (z x) (y z) dx dy dz u x y z c1− + − + − = ⇒ + + = ⇒ = + + =o o  
dx dy dz zdx ydy xdz

x y z x y z zx yz yz yx xy xz
= = ⇒ = =

− − − − − −
  

(zx yz) (yz yx) (xy xz) zdx ydy xdz− + − + − = ⇒ + + =o o  

zdx xdz ydy d(xz y ) v y xz c2 2
2

1 2
2

+ + = ⇒ + = ⇒ = + =o o  

  جواب عمومی:

(x y z , y xz)2 2φ + + + = oیا(u, v)φ = o  
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zxعمومی معادله دیفرانسیل : جواب7مثال  z y
y

∂
+ =

∂
  را تعیین کنید. 

  پاسخ: 

zچون معادله فاقد
x

∂
∂

را ثابت فرض کرده و معادله را مشابه معادله دیفرانسـیل معمـولی خطـی     xتوانیم  است بنابراین می 

  گیریم. در نظر می xها را به صورت تابعی از  حل کنیم البته ثابت
ydy

x xz z z yx z y ,F(y) e e
y y x x

1
∂ ∂ ∫+ = ⇒ + = = =
∂ ∂

  

y y
x xyz e e dy f (x)

x
−  

 = +
  
∫  

  کنیم انتگرال فوق را با روش جز به جز محاسبه می
y y y
x x xz e ye xe f (x)

−  
 = − +
  

  

y
xz y x f (x)e

−
= − +  

  ) معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی مرتبه دوم5-3

  دهیم. ا معادلات مرتبه دوم شبه خطی را مورد بررسی قرار میدر این بخش ابتد

  باشد معادله دیفرانسیل مرتبه دوم شبه خطی به صورت زیر می

xx xy yy x yA(x, y)z B(x, y)z c(x, y)z R(z , z , z, x, y)+ + =  

Bبراساس مقدار  AC2 4∆ =   ، معادله فوق یکی از حالات زیر را خواهد داشت:−

ــفحه  1 ــاطی از ص ــه  xy) در نق ∆ک > o ــی ــد م ــذلولی  ،باش ــه را ه ــی    معادل ــذلولوي م ــا ه ــه   گــون ی نــامیم. معادل

xyدیفرانسیل x yz R(z , z , z, x, y)= نامیم. را فرم استاندارد یا نرمال (کانونیک)معادله هذلولوي می  

∆کـــه  xy) در نقـــاطی از صـــفحه 2 < o معادلـــه  گـــوئیم. ون (بیضـــوي) مـــیگـــ باشـــد، معادلـــه را بیضـــی مـــی

xxدیفرانسیل yy x yz z R(z , z , z, x, y)+   نامیم. را فرم نرمال معادله بیضوي می =

∆کـــه  xy) در نقـــاطی از صـــفحه 3 = o گـــوئیم. معادلـــه  گـــون (ســـهموي) مـــی باشـــد، معادلـــه را ســـهمی مـــی

yyدیفرانسیل x yz R(z , z , z, x, y)=یاxx x yz R(z , z , z, x, y)= نامیم. معمولاً براي حـل معـادلات    معادله سهموي می را فرم

  کنیم.  دیفرانسیل مرتبه دوم شبه خطی، ابتدا آنها را به فرم نرمال (استاندارد) تبدیل می
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  تبدیل معادلات دیفرانسیل شبه خطی به فرم نرمال:

xxبراي معادله دیفرانسیل  xy yyAz Bz Cz R+ + Arدله مشخصه، معا= Br C2 − + = o گیریم را در نظر می  

)الف) اگر معادله دیفرانسیل هذلولوي  )∆ > o باشد آنگاه معادله مشخصه داراي دو ریشه حقیقی متفاوت است  

B Br , r
A A1 22 2

+ ∆ − ∆
= =  

  کنیم: معادلات دیفرانسیل زیر را حل می

dy r u(x, y) c
dx 1 1= ⇒ =  

dy r v(x, y) c
dx 2 2= ⇒ =  

uبا تغییر متغیرهاي u(x, y) , v v(x, y)= uv، معادله دیفرانسیل به فرم نرمال = u vz G(z , z , z,u, v)= گردد. تبدیل می  

sاگـر از تغییــر متغیرهـاي   u(x, y) v(x, y), t u(x, y) v(x, y)= + = اســتفاده کنـیم، معادلــه دیفرانسـیل بــه فـرم نرمــال     −

ss tt s tz z G(z , z , z,s, t)−   گردد. تبدیل می =

)ب) اگر معادله دیفرانسیل سهموي )∆ = oباشد آنگاه معادله مشخصه داراي یک ریشه حقیقی است  

Br
A2

=  

dy r u(x, y) c
dx 1= ⇒ =  

,v(xتابع دلخواه y) یم که کن را طوري انتخاب میx y y xu v u v− ≠ o.باشد  

vبا تغییر متغیرهاي v(x, y) , u u(x, y)=   گردد. معادله دیفرانسیل به فرم نرمال تبدیل می =

vاگر از تغییر متغیرهاي  y,u u(x, y)= vvاستفاده کنیم، معادله دیفرانسیل به فرم نرمال  = u vz G(z ,z , z,u, v)= تبدیل 

uشود و اگر از تغییر متغیرهـاي  می u(x, y)=  وv k= )k          ثابـت) اسـتفاده کنـیم، معادلـه دیفرانسـیلی بـه فـرم نرمـال

uu u vz G(z ,z , z,u, v)= گردد. تبدیل می  

)ج) اگر معادله دیفرانسیل بیضوي )∆ < o ادله مشخصه داراي دو ریشه مختلط مزدوج خواهد بود.باشد آنگاه مع  

B Br , r
A A1 22 2

+ ∆ − ∆
= =  

dy r u(x, y) iv(x, y) c
dx 1 1= ⇒ + =  

dy r u(x, y) iv(x, y) c
dx 2 2= ⇒ − =  
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vبا تغییر متغیرهـاي   v(x, y) , u u(x, y)= uu، معادلـه دیفرانسـیل بـه فـرم نرمـال      = vv u vz z G(z ,z , z,u, v)+ تبـدیل   =

  گردد. می

v: اگــــــر از تغییــــــر متغیرهــــــاي 3 نکتــــــه v(x, y) , u u(x, y)=  در معادلــــــه دیفرانســــــیل خطــــــی =

xx xy yy x yAz Bz Cz Dz Ez Fz R+ + + + + اســــــــتفاده کنــــــــیم بــــــــه معادلــــــــه دیفرانســــــــیل       =

uuخطی uv vv u vA z B z C z D z E z Fz R1 1 1 1 1+ + + + +   مانند. ثابت می R,Fگردد بنابراین توابع تبدیل می =

  زیر مفروض است : معادله8مثال 

2 2 2

2 2
u u u(y 1) 2x x y

x yx y
∂ ∂ ∂

+ + + = +
∂ ∂∂ ∂

  

  این معادله از نوع بیضوي و بعضی جاها هذلولی است) 1  

  این معادله در برخی نواحی سهموي و در برخی نواحی هذلولی است) 2  

  است سهموياین معادله در برخی نواحی بیضوي و در برخی نواحی ) 3  

  برخی نواحی هذلولی و در برخی نقاط سهموي است. این معادله در برخی نواحی بیضوي و در) 4  

  4پاسخ: گزینه 

A y , B x,C1 2 1= + = =  

B AC x (y ) (x y )2 2 24 4 4 1 4 1∆ = − = − + = − −  

xگون: معادله هذلولی y2 1∆ > ⇒ − − >o o  

xگون: معادله بیضی y2 1∆ < ⇒ − − <o o  

xگون: معادله سهمی y2 1∆ = ⇒ − − =o o  

zبا توجه به تغییر متغیر  :9مثال  xy , v x= xyمعادله = yy yxu yu u=   را حل کنید   +

  1(u(x, y) (y) (x y )2 2= φ + ψ    2(u(x, y) (y ) (xy)2= φ + ψ  

  3(u(x, y) (y) (xy)= φ + ψ     4 (u(x, y) (xy) (x)= ψ + φ  

  4پاسخ: گزینه 

zبا توجه به توابع xy, v x=   ) است.4باشد، گزینه ( اي که شامل این دو تابع می تنها گزینه =

  دهیم. براي بررسی مراحل تغییر متغیر، محاسبات را به طور کامل انجام می

x y x yv , v , z y , z x1= = = =o  
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x v x z x v zu u v u z u yu= + = +  

y v y z y zu u v u z xu= + =  

xy vv y vz y z zv y zz yu u v u z u y(u v u z )= + + + +  

xy vz z zz xy vz z zzu xu u xyu xu x u xu x yu2 2= + + ⇒ = + +  

yy zv y zz y zz yy zzu x(u v u z ) x u yu yx u2 2= + = ⇒ =  

xy yy y vz vzxu yu u x u u2= + ⇒ = ⇒ =o o  

  گیریم: انتگرال می v,zاز معادله فوق نسبت به 

vz vu u (v) u (v)dv (z)1 1= ⇒ = φ ⇒ = φ + ψ∫o  

u (v) (z) u(x, y) (x) (xy)= φ + ψ ⇒ = φ + ψ  

xxي  : تغییر متغیرهایی که معادله10مثال  xy yy yy z y z yz z3 26 − − + = o       را بـه فـرم نرمـال (اسـتاندارد) تبـدیل

  کند را تعیین کنید. می

  پاسخ:

A y ,B y ,C y3 26= = − = −  

yمعادله مشخصه r y r y3 2 26 + − = o  

y y y yy r , r
y yy y

2 2 2 2
4

1 23 3
5 1 5 125

3 212 12
− + − −

∆ = ⇒ = = = = −  

dy ydy dx y x c
dx y

2
1

1 33
3 2

= ⇒ − = ⇒ − =o  

dy ydy dx y x c
dx y

2
2

1 2
2

= − ⇒ + = ⇒ + =o  

vبا تغییر متغیرهاي y x , u y x2 23
2

= + =   توان معادله دیفرانسیل را به فرم نرمال تبدیل نمود. می −

  معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی خطی با ضرایب ثابت:

Dبا فرض , D
x y
∂ ∂′= =
∂ ∂

  ي خطی مرتبه دوم با ضرایب ثابت به صورت زیر قابل بیان است. ، معادله

(AD BDD CD ED FD G) Z R(x, y)2 2′ ′ ′+ + + + + =  

xx xy yy x yAZ BZ CZ Ez FZ GZ R(x, y)+ + + + + =  

hجواب عمومی: PZ Z Z= +  
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h(Zتعیین جواب همگن ):  

ADمشخصه ي  معادله BDD CD ED FD G2 2′ ′ ′+ + + + + = o کنیم را تجزیه می  

ي خطـی همگـن    : اگر معادله مشخصه به صورت ضرب دو عامل مرتبه اول متفاوت، تجزیه گردد با حل دو معادله1حالت 

توان دو جـواب مسـتقل را بـراي معادلـه دیفرانسـیل بـه دسـت آورد کـه مجمـوع ایـن دو جـواب، جـواب              ه اول میمرتب

h(Zهمگن   کند. را مشخص می (

aD): اگر معادله مشخصه به صورت 2حالت  bD C)2′+ + = o باشد در اینصورت با فرضa ≠ o  همگن به صورت زیر جواب

  شود. تعیین می
c cx x
a a

hZ e f (ay bx) xe g(ay bx)
− −

= − + −  

bو با فرض ≠ o .جواب همگن به فرم زیر خواهد بود  
c cy y
b b

hZ e f (ay bx) ye g(ay bx)
− −

= − + −  

g , f .توابع دلخواه هستند  

  کنیم. ضرایب نامعین استفاده می معمولاً از روش اپراتورهاي معکوس و یا Pzبراي تعیین 

,u(x: جواب 11مثال  y)   معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی زیر کدام است؟  

u(x, y) u(x, y) u(x, y)
x yx y

2 2 2

2 22∂ ∂ ∂
− − =

∂ ∂∂ ∂
o  

  1(g(x y) h(x y)1
2

− + +   2(g(x y) h(x y)1
2

+ + +   3(g(x y) h(x y)1
2

+ + −   4(g(x y) h(x y)1
2

− + −   

  1پاسخ: گزینه 

Dمعادله مشخصه: DD D2 22′ ′− − = o  

(D D )(D D )2 ′ ′− + = o  
(D D )u u g (y x) g(x y)

(D D )u u h (y x) h(x y)

1

1
12 2
2

′+ = ⇒ = − = −

′− = ⇒ = + = +

o

o
  

  باشد. بنابراین جواب عمومی معادله دیفرانسیل مرتبه دوم به صورت زیر می

u(x, y) g(x y) h(x y)1
2

= − + +  
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xانسیل : جواب عمومی معادله دیفر12مثال  y
xx xy yyz z z e 22 − +− −   را تعیین کنید. =

  پاسخ:

hجواب عمومی: pz z z= +  

Dمعادله مشخصه DD D2 22′ ′− − = o  

(D D )(D D )2′ ′+ − = o  

h

(D D )z z f (y x)
(D D )z z f (y x)
z f (y x) f (y x)

1

2

1 2

2 2
2

′+ = ⇒ = −
′− = ⇒ = +

= − + +

o
o  

x y x y
Pz e e

D DD D
2 2

2 2
1 1

52
− + − += = −

′ ′− −
  

Dاز خاصیت زیر در مورد اپراتورهاي  Pzي  در محاسبه , D′ ایم: استفاده کرده  

mx ny mx nye e
h(D, D ) h(m,n)

1 1+ +=
′

  

x y
h Pz z z f (y x) f (y x) e 2

1 2
12
5

− += + = − + + −  

  حالات ویژه در مورد معادلات دیفرانسیل مرتبه دوم خطی:

ک مشتق مرتبه دوم باشد در اینصـورت بـا   ) اگر معادله دیفرانسیل خطی از بین تمام مشتقات جزئی تابع، فقط شامل ی1

  توانیم پاسخ عمومی را تعیین کنیم. گیري می دو بار انتگرال

xx yy xyz R(x, y) , z R(x, y) , z R(x, y)= = =  

xuوجود داشته باشد از تغییر متغیـر  x) اگر در تمام مشتقات جزئی موجود در معادله دیفرانسیل، مشتق نسبت به 2 z= 

شود و اگـر در تمـام مشـتقات جزئـی معادلـه،       کنیم که معادله به یک معادله دیفرانسیل مرتبه اول تبدیل می یاستفاده م

yuموجود باشد از yمشتق نسبت به  z= کنیم. استفاده می  

xxي  در معادله xy xAz Bz Cz R+ + xuبا فرض = z= تبه اول به معادله مرx yAu Bu Cu R+ +   رسیم. می =

yyي  معادله xy yAz Bz Cz R+ + yuبا فرض  = z= به معادله مرتبه اولy xAu Bu Cu R+ +   شود. تبدیل می =

xyي معادله xAz Bz R+ xuبا فرض = z= ه مرتبه اول معمولیبه معادلyAu Bu R+   شود. تبدیل می =

xyي معادله yAz Bz R+ yuبا فرض = z= به معادله مرتبه اول معمولیxAu Bu R+   گردد.   تبدیل می =

توانیم متغیـر مسـتقل    تق موجود باشد در اینصورت می) اگر در معادله دیفرانسیل فقط نسبت به یک متغیر مستقل مش3
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  دوم را ثابت فرض کرده و معادله دیفرانسیل را مشابه معادله دیفرانسیل معمولی حل کنیم.

yyدر معادله  yAz Bz CZ R+ +   توانیم معادله را مانند یک معادله دیفرانسیل معمولی حل کنیم. می x، با ثابت فرض کردن =

u: جواب معادله دیفرانسیل 13مثال 
x y

2
1∂

=
∂ ∂

  با شرایط مرزي و اولیه زیر عبارت است از:   

x yu (x, ) P , u ( , y) q ,u( , ) p q= = = +o o o o  

  1(u(x, y) xy p q= + +  

  2(u(x, y) xy px qy p q= + + + +  

  3(u(x, y) xy (p q)x (p q)y p q= + + + + + +  

  4(u(x, y) (p q)xy p q= + + +  

  2 پاسخ: گزینه

  گیریم: انتگرال می y , xاز معادله دیفرانسیل نسبت به 

xy xu u (x, y) y f (x)1= ⇒ = +  

xu (x, ) p f (x) p= ⇒ =o  

xu (x, y) y p u(x, y) xy px g(y)= + ⇒ = + +  

y yu (x, y) x g (y) ,u ( , y) q g (y) q g(y) qy c′ ′= + = ⇒ = ⇒ = +o  

u(x, y) xy px qy c,u( , ) p q c p q= + + + = + ⇒ = +o o  

u(x, y) xy px qy p q= + + + +  

ــال   ــ14مث ــراي معادل ــومی ب ــواب عم ــک ج ــی: ی uه دیفرانســیل جزئ u x, (PDE)
x y y

2
2∂ ∂

+ =
∂ ∂ ∂

  عبارتســت از  

  

  1(xu(x, y) f (y)e ( x )y g(x)2 1 2 1
4

= + − +  

   2(xu(x, y) f (x)e ( x )y g(x)2 1 2 1
4

−= + − +  

   3(xu(x, y) f (y)e ( x )y g(x)2 1 2 1
4

−= + − +  

   4 (xu(x, y) f (x)e ( x )y g(x)2 1 2 1
4

= + − +  
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  3پاسخ: گزینه 

  باشند بنابراین می yت معادله، شامل مشتق نسبت به اتمام مشتق

u u x
x y y

2
2∂ ∂

+ =
∂ ∂ ∂

  

x h p
uz z z x z z z
y

2∂
= ⇒ + = ⇒ = +

∂
  

x
h(D )z a , b ,c z e f (y)2

12 1 2 −+ = ⇒ = = = ⇒ =o o  

P

P

z Ax B A Ax B x A , B

z x

1 12 2
2 4

1 1
2 4

= + ⇒ + + = ⇒ = = −

= −
  

x xuz e f (y) x u(x, y) e f (y) ( x )y g(x)
y

2 2
1

1 1 1 2 1
2 4 4

− −∂
= + − = ⇒ = + − +

∂
  

  ) روش تفکیک متغیرها5-4

  باشند. برخی از معادلات دیفرانسیل خطی همگن با روش تفکیک (جداسازي) متغیرها قابل حل می

zداسازي متغیرها، جواب معادله را به صورت حاصلضرب دو تابع ماننددر روش ج F(x)G(y)= گیـریم کـه    در نظر میF 

zباشد. بـا جایگـذاري    می yفقط تابعی از  G , x فقط تابعی از  F(x)G(y)=      در معادلـه دیفرانسـیل جزئـی، دو معادلـه

شود. حاصلضـرب جـواب ایـن دو معادلـه دیفرانسـیل،       حاصل می yو دیگري با متغیر  xر دیفرانسیل مستقل یکی با متغی

  کند. جواب عمومی معادله دیفرانسیل اولیه را مشخص می

x: جواب معادله 15مثال  yu u (x y)u2+ =   برابر است با: +

  1(x y c(x y)u ke
2 2+ + −=   2(x y c(x y)u ke

2 2− + +=   3 (x y c(x y)u ke
2 2+ + +=  4(x y c(x y)u ke

2 2− − +=   

  1پاسخ: گزینه 

  کنیم. ها روش جداسازي متغیرها را انتخاب می براساس گزینه

x yu F(x)G(y) u F (x)G(y),u F(x)G (y)′ ′= ⇒ = =   

F (x)G(y) F(x)G (y) (x y)F(x)G (y)2′ ′ ′+ = +  

  کنیم: تقسیم می F(x)G(y) بر طرفین تساوي فوق را

F (x) G (y) F (x) G (y)x y x y
F(x) G(y) F(x) G(y)

2 2 2 2
′ ′ ′ ′

+ = + ⇒ − = −  
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هـا ایـن    است بنابراین شرط تسـاوي آن  yو عبارت سمت راست فقط تابع  xدر تساوي فوق، عبارت سمت چپ فقط تابع 

  است که هر دو مقدار ثابتی باشند.

x cxF (x) Fx C x C F(x) K e
F(x) F

2
12 2 +′ ′

− = ⇒ = + ⇒ =  

y cyG (y) Gy C y C G(y) K e
G(y) G

2
22 2 −′ ′

− = ⇒ = − ⇒ =  

x y C(x y)u F(x)G(y) Ke
2 2+ + −= =  

uxیفرانسیل: جواب معادله د16مثال  y u
x y

2
2 23∂

+ =
∂ ∂

o   :عبارتست از  

  1(( ky )
kxu ce
1 3− +

=   2(k(x y )u ce
3− +=   3(( ky )

kxu ce
1 3−

=   4 (( kx )
kyu ce
1 3− +

=  

  1پاسخ: گزینه 

  کنیم. ها روش جداسازي متغیرها را انتخاب می براساس گزینه

uu F(x)G(y) F (x)G (y)
x y

2∂ ′ ′= ⇒ =
∂ ∂

  

F Gx F (x)G (y) y F(x)G(y) x y
FG

2 2 2 23 3
′ ′

′ ′ + = ⇒ + =o o  

G (y) F(x) K
G(y) F (x)y x2 2

1 1
3

′
− = =

′
  

kyG (y) GK K( y ) G(y) c e
G(y) Gy

32
12

1 3
3

−′ ′
− = ⇒ = − ⇒ =  

kxF(x) FK F(x) c e
F (x) Fx kx

1

22 2
1 1 −′

= ⇒ = ⇒ =
′

  

(ky )
kxu(x, y) F(x)G(y) Ce
13− +

= =  
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   ) تست5-5

ــه اول   1 ــی مرتب ــتقات جزئ ــا مش ــیل ب ــه دیفرانس ــر در معادل ــ اگ ـ
z zx y nz
x y

x , y

∂ ∂ + = ∂ ∂
 > > o o

ــر متغیر  ــاي تغیی ه

مستقل
P (ln x ln y)

q (ln x ln y)

1
2
1
2

 = +

 = −


  را بکار ببریم، آنگاه:   

  1( z nz
p

∂
=

∂
     2 (z nz

q
∂

=
∂

   

  3(z z nz
p q

∂ ∂
+ =

∂ ∂
     4 (z z nz

p q
∂ ∂

− =
∂ ∂

   

xxـ کدام عبارت درباره معادله2 yyyu u+ = o  صحیح است؟  

yبراي ) 1   > o براي ) 2  گون است بیضیy < o گون است. سهمی  

yبراي ) 3   > o بر روي محور ) 4  گون است هذلولیx گون است ها هذلولی  

,u(xـ اگر 3 y) f (t)
y

1
xtکه در آن  =

y
yهاي معادله با مشتقات جزئی یکی از جواب = xxu u− = o   باشـد وC 

  عدد ثابت، کدام رابطه زیر درست است؟  

  1 (f (t) tf (t) C′ + =  2(f (t) tf (t) C2 ′ + =   3(f (t) tf (t) C2′ + =   4 (tf (t) f (t) C′ + =  

xرانسیل ـ جواب معادله دیف4 x y y(D D D D )z2 23 2+ + = o   کدام است؟  

  1(z f (y x) g(y x)2 2= − + +    2 (z f (y x) g(y x)2= − + −  

  3(z f (y x) g(y x)2= + + −     4 (z f (y x) g(y x)2= + + +  

xاي  ـ جواب عمومی معادله دیفرانسیل پاره5 yaz bz cz+ + = o   کدام است؟  

  1(
ax
cz e (ay bx)

−
= φ −   2(

cx
az e (ay bx)

−
= φ −   3(

cx
az e (ax by)

−
= φ −   4 (

ax
cz e (ax by)

−
= φ −  

,u(xـ 6 y) جواب معادلهx yu u u2+ − = o   :عبارت است از  

  1(xu(x, y) e (y x)2= φ −   2(xu(x, y) e (y x)2−= φ −   3 (xu(x, y) e ( y x)2= φ −  4 (xu(x, y) e ( y x)2−= φ −  
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  ـ جواب مسئله مقدار مرزي زیر با شرایط داده شده، کدام است؟ 7

u(x, y) x y ,u(x, ) x ,u( , y) cos y
x y

2
2 2 1∂

= = =
∂ ∂

o  

  1(x y ycos y x
2 3 3

2 1
6 6

+ − + −   2(x y ycos y x
3 2 2

22 2
6 6

+ − + −  

  3(x y yx cos y x x
3 2 2

2

6 6
+ − + −   4 (x y ycos y x

3 2 2
2 1

6 6
+ − + −  

uهاي زیر در مورد معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی ـ کدام یک از عبارت8 u ux y y
xx y

2 2
2

2 2 3∂ ∂ ∂
+ + =

∂∂ ∂
o  صحیح

  است؟  

xyدر ناحیه) 1   < o گون است. این معادله از نوع سهمی  

xyدر ناحیه) 2   < o گون است. این معادله از نوع بیضی  

xyدر ناحیه) 3   > o گون است. این معادله از نوع بیضی  

xyدر ناحیه) 4   > o گون است. گون و هم از نوع هذلولی این معادله هم از نوع سهمی  

xxـ با کدام تبدیلات معادله9 xy yyx u xy u y u2 22+ + = o شود؟ کانونی می  

  1 (y , y
x2ξ = η =  2 (y , y

x
2ξ = η =  3 (y , y

x
2

2ξ = η =  4 (y , y
x

ξ = η =  

ــا مشــتقات جزئــی 10 zـــ پاســخ عمــومی معادلــه دیفرانســیل ب z z
x yx y

2 2 2

2 23 4∂ ∂ ∂
− − =

∂ ∂∂ ∂
o  :عبــارت اســت از  

  

  1(z f (y x) g(y x)4= − + +    2(z f (y x) g(y x)4= − + −   

  3(z f (x y) g(x y)4= − + +     4(z f (x y) g(x y)4= − + −   

zـ جواب کلی معادله11 z(y z) (x y) z x
x y

∂ ∂
− + − = −

∂ ∂
  به کدام صورت است؟  

  1(x yz (xyz)2 2+ = φ  2(y xz (xyz)2 2+ = φ   3 (y xz (x y z)2 2+ = φ + +  4 (x yz (x y z)2 2+ = φ + +  
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 ـ ـ مشخصه12 xxمرتبـه دوم خطـی   یهاي معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئ xy yyu u (cos x)u f (x, y)2+ + = )f 

  تابعی همه جا پیوسته) عبارتند از:  

  1(
xy x cos c

xy x cos c

1

2

2 2
2

2 2
2

 − + =

 − − =


   2(
xy x cos c

xy x cos c

1

2

2
2

2
2

 + + =

 + − =


   3(
xy x cos c

xy x cos c

1

2

2
2

2
2

 − + =

 − − =


   4(
xy x cos c

xy x cos c

1

2

2 2
2

2 2
2

 + + =

 + − =


   

zـ جواب عمومی معادله13 zz y x
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
  به کدام صورت است؟   

  1 (x z y (x z )2 2− = φ +  2(x zx z ( )
y

2 2−
+ = φ  3 (x z y (x z )2 2+ = φ −  4(x zx z ( )

y

2 2+
− = φ  

dxدستگاه معادلاتـ منحنی انتگرال 14 dy dz
x x z z

= =
+ −

    اند: به کدام صورت 

  1(x c
y c , z c x

x
1

2 12
+

= + =    2(x c
y c , z c x

x

2
1

2 1
+

= + =  

   3(x c c
y c , z

x x

2
1 1

2
−

= + =     4(x c c
y c , z

xx
1 1

22
−

= + =  

wـ تابع15 f (y z,z x, x y)= − −   قات جزئی است؟  جواب کدام معادله دیفرانسیل با مشت −

  1 (w w w
z y x

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
o  2 (w w w

z y x
1∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

  3 (w w w
z y x

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
  4(w w w

z y x
1∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

  

uرانسیل فـ جواب معادله دی16
x t

2
2∂

=
∂ ∂

  با شرایط مرزي و اولیه زیر کدام است؟   

x tu (x, ) sin x , u ( , t) , u( , )5 2= = =o o o o  

  1 (xt t cos x2 5 1+ + +  2 (xt t cos x2 5 3+ − +  3 (xt t sin x2 5 2+ − +  4 (xt t sin x2 5 2+ + +  

xyـ جواب معادله17 xu u=   کدام است؟  

  1(yu(x, y) e f (x) h(y)= +     2 (yu(x, y) e (f (x) g(y))= +  

  3 (y xu(x, y) e f (x) e h(y)=   صحیح هستند. 2و  1موارد ) 4  +

ttـ معادله18 xxu u− = o با تغییر متغیرv x t ,s x t= + =   شود؟ هاي زیر تبدیل می به کدام یک از صورت −

  1 (vvu = o  2 (ssu = o  3 (svu = o  4 ( صحیح است. 2و  1موارد  
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xyي  ـ کدام تابع یک جواب معادله19 xu u+ = o   است؟  

  1 (y(y sin x)e x2 2−+ +  2 (x(x sin y)e y2 2−+ +  3 (x(y sin x)e x2 2−+ +  4(y(x sin x)e y2 2−+ +   

zات جزئیـ جواب معادله دیفرانسیل با مشتق20 zy x
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
o   کدام یک از توابع زیر است؟  

  1(xz f ( )
y

=   2(z f (xy)=   3(x f (x y)= −   4(z f (x y )2 2= −   

dxـ جواب دستگاه معادلات دیفرانسیل21 dy dz
x(z y ) y(x z ) z(y x )2 2 2 2 2 2= =

− − −
  ؟  کدام است 

  1(xyz c

x y z c
1

2 2 2
2

=


+ + =
   2(x y z c

x y z c
1

2 2 2
2

+ + =


+ + =
   3(xyz c

xy yz zx c
1

2

=


+ + =
   4 (xy yz zx c

x y z c
1

2 2 2
2

+ + =


+ + =
  

xـ جواب معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی مرتبه اول22 yau bu+ = o )b , a    ثابت حقیقی) بـر روي کـدام

    ماند؟ منحنی ثابت می

  1(ax by c+ = ،c 2  ثابت حقیقی دلخواه(bx ay c− = ،c ثابت حقیقی دلخواه  

  3(ax by c− = ،c 4  ثابت حقیقی دلخواه(bx ay c+ = ،c ثابت حقیقی دلخواه  

dxـ جواب دستگاه معادلات23 dy dz
xy xzx y z2 2 2 2 2

= =
− −

  کدام است؟ 

  1 (y c x
z c y

1

2

=


=
  2 (z c y

z c (x y z )
1

2 2 2
2

=


= + +
  3 (x y c z

xy yz zx c z

2 2
1

2

 + =


+ + =
  4(z c (x y)

z c (x y z )
1

2 2 2
2

= +


= + +
   

ucotـ پاسخ کامل معادله دیفرانسیل 24 x u y
y

∂
+ =

∂
  هاي زیر است؟   کدام یک از گزینه 

  1(ytgxf (x)e y cot x− + −  2(ytgxg(y)e y cot x− + −   3(ytgxc e y cot x1
− + −   4 (ytgxf (x)e g(y) cot x− + −  

uـ معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی25 u u(x ) (y ) (x )
x yx y

2 2 2

2 21 2 1 1∂ ∂ ∂
− + + − + =

∂ ∂∂ ∂
o  گیـریم. ایـن    را در نظر مـی

y)ي بالاي محور صفحه معادله در نیم ) x> o ت ؟از کدام نوع اس  

  گون سهمی )2    گون بیضی) 1  

  گون هذلولی یگون و در بخش بیضی یدر بخش) 4      گون هذلولی )3   
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zـ جواب معادله دیفرانسیل با مشتقات نسبی26 zx
x y y

2∂ ∂
+ =

∂ ∂ ∂
o   کـدام اسـت؟ )φ  وψ   پـذیر   توابـع مشـتق

  دلخواه)  

  1 (z (y) c
x
1

= φ +  2 (z (y) (x)
x
1

= φ + ψ  3 (z (x)
x
1

= + ψ  4 (z x (y) (x)= φ + ψ  

xxـ فرم کانونی معادله با مشتقات نسبی27 xy yyu u u y10 9+ + − = o باشد:   به صورت زیر می  

uαβعبارتی خطی از مشتقات مرتبه اول ) 1   =  

uααعبارتی خطی از مشتقات مرتبه اول ) 2   =  

uعبارتی خطی از مشتقات مرتبه اول ) 3   uαα αβ+ =  

uعبارتی خطی از مشتقات مرتبه اول ) 4   uαα ββ+ =  

  گزینه صحیح است؟   ادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی زیر، کدامعـ در مورد م28

u(x, y) u(x, y) u(x, y)
x yx y

2 2 2

2 26 8∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂∂ ∂
o  

y)گون بوده و جواب عمومی آن به شکل از نوع سهمی) 1   x)c (y x)c1 24 2− +   است.−

F(yگون بوده و جواب عمومی آن به شکل از نوع سهمی) 2   x) G(y x)4 2− +   است.−

y)گون بوده و جواب عمومی آن به شکل از نوع هذلولی) 3   x)c (y x)c1 24 2− +   است.−

F(yگون بوده و جواب عمومی آن به شکل از نوع هذلولی) 4   x) G(y x)4 2− +   است.−

ــا تغییــر  متغیــر 29 zـــ ب x y , v y= + xx معادلــه = xy yyu u u2− + = o ؟ شــود بــه کــدام شــک تبــدیل مــی  

  

  1(vvu = o   2 (vzu = o  3 (zzu = o  4 (zz vvu u+ = o  

xxـ جواب عمومی معادله دیفرانسـیل بـا مشـتقات جزئـی    30 xy yyu u u6+ − = o      کـدام اسـت؟ ایـن معادلـه

  دیفرانسیل از کدام نوع است؟  

  1(u(x, y) (y x) (y x)3 2= φ − + ψ +),ψ φ گون توابع دلخواه)، از نوع هذلولی  

  2(u(x, y) (y x) (y x)3 2= φ − + ψ +),ψ φ گون  توابع دلخواه)، از نوع بیضی  

  3(u(x, y) c (y x) c (y x)1 23 2= − + +)c ,c2   گون هاي دلخواه)، از نوع هذلولی ثابت 1

   4(u(x, y) (y x) (y x)3 2= φ + + ψ −),ψ φ گون توابع دلخواه)، از نوع بیضی  
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ttـ جواب معادله31 xxu x u2− = o به صورتu(x, t) F(x)G(t)=  فرض شده. کدام گزینه در مـوردG(t) ,F(x)   کـه

  پذیر هستند صادق است؟   توابعی دو بار مشتق

  1(d G d FkG , x KF
dt dx

2 2
2

2 2+ = + =o o  

  2(d G d FkG , x KF
dt dx

2 2
2

2 2− = + =o o  

  3(d G d FkG , x KF
dt dx

2 2
2

2 2− = − =o o  

  4(d G d FkG , x KF
dt dx

2 2
2

2 2+ = − =o o  

Dـ اگر 32 , D
y x
∂ ∂′= =
∂ ∂

,u(xباشند و  y , xعملگرهاي مشتقات جزئی نسبت به   y)  تابعی ازy , x   باشـد در

uي معادلهآن صورت فرم  u u
x y x y

4 4 4

4 4 2 22∂ ∂ ∂
+ =

∂ ∂ ∂ ∂
  کدام است؟  

  1((D D ) u4′− = o    2((D D ) u4′+ = o   

  3 ((D D ) (D D ) u2 2′ ′+ − = o    4 ((D D )(D D )u2 2 2 2′ ′+ − = o  

xxـ معادله 33 xy yy(x )u xu yu u1 2+ + + xxروي منحنی  = , y
x

2
1

1
≠ − =

+
   از نوع 

  بیضوي است) 1  

  سهموي است) 2  

  هذلولی است) 3  

xبه ازاي ) 4   1+ > o هذلولی است و به ازايx 1+ < o بیضوي است  

yvـ اگر با تغییر متغیر34 y, z
x

= vvuمعادله دیفرانسیلی با مشتقات جزئی به صورت = = o   تبدیل شده باشـد

  کدام است؟  y , xدر آن صورت جواب معادله بر حسب 

  1(y yu(x, y) yf ( ) g( )
x x

=   پذیرند. توابعی مشتق g , fکه در آن +

   2(y yu(x, y) xf ( ) yg( )
x x

=   پذیرند. توابعی مشتق g , fکه در آن +

  3(yu(x, y) (x y)f ( )
x

=   ست.پذیر ا تابعی مشتق fکه در آن +

  4(y yu(x, y) f ( ) xg( )
x x

=   پذیرند. توابعی مشتق g , fکه در آن +
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vـ با تغییر متغیر35 y ,z y x2= = yمعادله +
xx xyu u e2−   شود؟   به کدام معادله تبدیل می =

  1 (v
zvu e1

4
=  2 (v

zvu e1
4

= −  3 (v
vvu e1

4
=  4 (v

zzu e1
4

= −  

,u(xـ تابع36 y) y F(x) x y2 3 4= −   است)   xتابعی دلخواه از  Fجواب کدام معادله دیفرانسیل زیر است؟ ( +

  1(yyu u x y2 6 4− = −   2(yyu u x y2 6 4− = +   3(yyu u x y2 6 4+ = +   4(yyu u x y2 6 4+ = −   

xxuـ جواب عمومی معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی37 u yx2−   کدام است؟   =

  1(u(x, y) x yx= +     2(u(x, y) yx cx2= +  

   3 (u(x, y) yx x (y)2= + φ )φ (4  تابع دلخواه(u(x, y) yx xy cx2 2= + +  

ــی (   38 ــه دوم خطـ ــی مرتبـ ــتقات جزئـ ــا مشـ ــیل بـ ــه دیفرانسـ ــ معادلـ ــروض و  fــ ــابع مفـ تـ

xxپیوسته) xy yyu u (cos x)u f (x, y)2+ + با کدام تغییر متغیرها به صورت کانونیک (استاندارد) خودش در مـی   =

  آید؟  

  1 (xy x cos2 2
2

ξ
= + ±

η
  2 (xy x cos2 2

2
ξ

= − ±
η

  3 (xy x sin2 2
2

ξ 
= + ±

η
  4 (xy x sin2 2

2
ξ

= − ±
η

  

xـ جواب عمومی معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی39 yu u u−     کدام است؟ =

  1 (xu e=  2 (u (x y)2= −  3 (
x y

u ce 2
−

=  4 (
x y x yu e ( )2

2

−
+

= φ  

zـ تابع40 f ( x y) g(x y) xy2= + + − اند جواب عددي  پذیر با مشتقات پیوسته توابع دوبار مشتق g ,fکه در آن −

  کدام معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی است؟  

  1 (z z z
x yx y

2 2 2

2 2 1∂ ∂ ∂
− = +

∂ ∂∂ ∂
    2(z z z

x yx y

2 2 2

2 22 1∂ ∂ ∂
− − =

∂ ∂∂ ∂
   

  3(z z z
x yx y

2 2 2

2 22 1∂ ∂ ∂
+ = +

∂ ∂∂ ∂
     4(z z z

x yx y

2 2 2

2 22 1∂ ∂ ∂
+ − =

∂ ∂∂ ∂
   

zـ جواب عمومی معادله41 z z
x yx y

2 2 2

2 22 4∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂∂ ∂
o   کدام است؟  

  1(x y x yz f ( y) g( y)
2 2

+ −
= − + +  2(x xz f (y ) g(y )1 1

2 2
= − + + − +  

  3(z f (y ( )x) g(y ( )x)1 11 1
2 2

= + − + − +   4(x xz f (y ) g(y x )1
2 2

= − + + − − 
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xxـ جواب معادله دیفرانسیل 42 xx u xu u2 2 2+ − = o   :عبارت است از  

  1(u(x, y) c (y)x c (y)x2
1 2

−= +  2(u(x, y) c (y)x c (y)2
1 2

−= +  

  3(u(x, y) c (y)x c (y)1 2= +    4(u(x, y) c (y)x c (y)x2 1
1 2

−= +  

xxـ معادله 43 xy y xxu yu xu xu− =   از چه نوعی است؟  +

  هذلولی) 2    سهموي) 1  

xبیضوي اگر ) 4    بیضوي) 3   ≥ o  و سهموي اگرx < o  

xxـ در معادله44 xy xu u u y6 − + − = o هاي زیر را اختیار کنیم تـا معادلـه بـه فـرم کـانونی       کدام یک از تبدیل

  تبدیل شود؟ 

  1 (x
x y6

ξ =
η = +

  2 (y
y x6

ξ =
η = +

  3 (x
x y12

ξ =
η = +

  4 (y
y x12

ξ =
η = +

  

xxـ معادله45 yyu u− = o با کدام تغییر متغیرهاي زیر به معادلهrsu = o شود تبدیل می  

  1(r y x ,s y= − =   2(r x y,s x= + =   3 (r y x ,s y x2 2= − = +  4 (r x y ,s y x= + = −  

  تـوان بـا اسـتفاده از روش جداسـازي متغیرهـا حـل نمـود؟         ـ کدام یک از معادلات دیفرانسـیل را مـی  46

  

y yI. x
t x

2 2

2 29 4∂ ∂
= +

∂ ∂
  

u u uII. a
t r rr

2
2

2
1 ∂ ∂ ∂

= + 
∂ ∂∂  

  

  هیچ کدام از دو معادله قابل حل نیستند) 2  هر دو معادله قابل حل هستند) 1  

  قابل حل است Iقابل حل نیست ولی  II) معادله 4  قابل حل است IIل حل نیست ولی قاب I) معادله 3  

xxجواب معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی ـ 47 yyu u4− = o   :عبارتست از  

  1(u(x, y) F(y x) G( xy)2 2= + +  2 (u(x, y) F( xy) G(y x)2 2= + −  

  3(u(x, y) F(y x) G(y x)2 2= + +   دامک ) هیچ4  −

xxـ با کدام تغییر متغیر معادله48 xyxu yu− = o شود؟   به فرم کانونی (نرمال) تبدیل می  

  1 (v x , z x y= = −  2(v x , z x y= = +   3 (v y , z xy= =  4 (xv xy , z
y

= =  
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xxادلهـ با کدام یک از تبدیلات زیر مع49 xy yy x y
y xy u xyu x u u u
x y

2 2
2 22− + =   آیـد؟  بـه فـرم کـانونی در مـی     +

   

  1 (x y , y2 2ξ = + η =  2(x y , x2 2ξ = − + η =   3 (x y, y2ξ = + η =  4 (x y , x2 2ξ = − + η =  

ــه   50 ــورد معادل ــارت در م ــدام عب ــ ک xxـ xy yy x y( xy )u (x y)u u x u y u2 22 1 2 1− + + + + + ــت؟   = ــت اس   درس

  

,yبه مقادیر ) 1   x گون است بیضی) 2  بستگی دارد  

  گون است سهمی) 4    گون است هذلولی) 3  

zـ صورت کانونیک معادله 51 zx
x y

2 2
2

2 2
∂ ∂

=
∂ ∂

  کدام است؟   

  1 (
t ut

2

2
1
4

∂ φ ∂φ
=

∂∂
    2(( )

t u (t u) t u

2 1
4

∂ φ ∂φ ∂φ
= −

∂ ∂ − ∂ ∂
  

   3(
(t u) ut

2

2
1

4
∂ φ ∂φ

=
− ∂∂

     4 (
t u

2 2

2 2
∂ φ ∂ φ

+ =
∂ ∂

o  

zـ جواب معادله 52 z x y
x y

2 2

2 2
∂ ∂

− = −
∂ ∂

  کدام است؟   

  1(z x(x y) (x y) (x y)2
1 2

1
4

= − + φ + + φ −،,2 1φ φ دلخواه  

  2(z (x y) (y x)1 2= φ + + φ −،,2 1φ φ دلخواه  

  3(z (x) (y)1 2= φ + φ،,2 1φ φ دلخواه  

   4 (z (x y)1= φ −،,2 1φ φ دلخواه  
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  ) پاسخ تست  5-6

  1گزینه ) 1

x p x q x p qz z p z q z z
x x

= + = +
1 1

2 2
  

y p y q y p qz z p z q z z
y y

= + = −
1 1

2 2
  

x y pxz yz nz z nz+ = ⇒ =  

  1گزینه ) 2

A y,B ,C B AC y= = = → ∆ = − = −21 4 4o  

∆yلولی گون)(هذ > ⇒ <o o  

∆y(بیضی گون) < ⇒ >o o  

∆y(سهمی گون) = ⇒ =o o  

  2گزینه ) 3

xu f ( ) y f (xy )
y y

1 1
2 21 − −

= =  

yu y f (xy ) y xf (xy )
3 1 1

22 2 21 1
2 2

− − −− ′= − −  

x xxu y f (xy ),u y f (xy )
1 3 1

1 2 2 2
− − −− ′ ′′= =  

y xxu u y ( f (xy ) y xf (xy ) f (xy ))
3 1 1 1 1
2 2 2 2 21 1

2 2
− − − − −

′ ′′− = ⇒ − − − =o o  

t xy f (t) tf (t) f (t)
1
2 1 1

2 2
−

′′ ′= ⇒ + + = o  

f (t) tf (t) f (t) f (t) (tf (t))
f (t) tf (t) c

2 2
2

′′ ′ ′′ ′+ + = ⇒ + =
′ + =

o o  

  2گزینه ) 4

x x y y x y x yD D D D (D D )(D D )2 23 2 2+ + = + +  

x y(D D )z a ,b ,c z f (y x)1 1+ = ⇒ = = = ⇒ = −o o  

x y(D D )z a ,b ,c z g(y x)2 1 2 2+ = ⇒ = = = ⇒ = −o o  

z f (y x) g(y x)2= − + −  
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  2گزینه ) 5

x yaz bz cz (aD bD c)z′+ + = ⇒ + + =o o  
cx
a

cy
b

z e (ay bx),a

z e (ay bx),b

−

−

= φ − ≠

= φ − ≠

o

o

  

  1) گزینه 6

x yu u u (D D )u a ,b , c2 2 1 1 2 1′+ − = ⇒ + − = ⇒ = = = −o o  
c x xau e (ay bx) u(x, y) e (y x)2

−
= φ − ⇒ = φ −  

  4گزینه ) 7

yx y
x y x yu x y u f (y) u(x, y) f (y) g(x)

3 3 2
2

13 6
= ⇒ = + ⇒ = + +  

u(x, ) x f ( ) g(x) x g(x) x f ( ),g( ) f ( )2 2 2 1 1= ⇒ + = ⇒ = − = −o o o o  

y yu( , y) cos y f (y) g( ) cos y f (y) cos y g( )
2 2

1 1 1
6 6

= ⇒ + + = ⇒ = − −  

x y x y yu(x, y) f (y) g(x) cos y g( ) x f ( )
3 2 3 2 2

21
6 6 6

= + + = + − − + − o  

x y yg( ) f ( ) u(x, y) cos y x
3 2 2

21 1 1
6 6

= − ⇒ = + − + −o   

  3گزینه ) 8

A x, B ,C y B AC xy2 4 4= = = ⇒ ∆ = − = −o  

∆xy(هذلولی گون) > ⇒ <o o  

∆xy(بیضی گون) < ⇒ >o o  

∆xy(سهمی گون) = ⇒ =o o  

  هر دو صحیح هستند. 4و  2گزینه ) 9

A(سهمی گون) x ,B xy,C y2 22= = = ⇒ ∆ = o  

xمعادله مشخصه: r xyr y2 2 22− + = o  

yr r
x1 2= =  
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dy y dy dx y C
dx x y x x 1= ⇒ = ⇒ =  

)yبا تغییر متغیرهاي )
x

ξ ηو (تابع دلخواه =   ) می توان معادله دیفرانسیل را به فرم کانونی تبدیل نمود.=

  1گزینه ) 10

(D DD D )z2 23 4′ ′− − = o  

D DD D (D D )(D D )2 23 4 4′ ′ ′ ′− − = + −  
(D D )z a b ,c z f (y x)
(D D )z a ,b ,c z g(y x)

1
4 1 4 4

′+ = ⇒ = = = ⇒ = −
′− = ⇒ = = − = ⇒ = +

o o
o o

  

z f (y x) g(y x)4= − + +  

  4) گزینه 11

  از دستگاه معادلات لاگرانژ استفاده می کنیم:

dx dy dz
y z x y z x

= =
− − −

  

(y z) (x y) (z x) dx dy dz d(x y c)
u x y z c1

− + − + − = ⇒ + + = ⇒ + + =
= + + =

o o o  

xdx zdy ydz
x(y z) z(x y) y(z x)

= =
− − −

  

x(y z) z(x y) y(z x) xdx zdy ydz− + − + − = ⇒ + + =o o  

x xd( yz) yz c v x yz c
2 2

2
22

2 2
+ = ⇒ + = ⇒ = + =o  

x yz (x y z)2 2+ = φ + vیا+ (u)= φ  

  1) گزینه 12

xA ,B ,c cos x, B AC cos x sin2 21 2 4 4 4 8
2

= = = ∆ = − = − =  

rمعادله مشخصه: r cos x2 2− + = o  

xsin x xr sin , r sin1 2

2 2 2
2 1 2 1 2

2 2 2

+
= = + = −  

dy x xsin dy ( sin )dx
dx

1 2 1 2
2 2

= + ⇒ = +  

x xy x cos c y x cos c1 12 2 2 2
2 2

= − + ⇒ − + =  
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dy x xsin dy ( sin )dx
dx

1 2 1 2
2 2

= − ⇒ = −  

x xy x cos c y x cos c2 22 2 2 2
2 2

= + + ⇒ − − =  

  3) گزینه 13

dxگرانژ:دستگاه معادلات لا dy dz
z y x

= =  

dx dz xdx zdz x z c
z x

2 2
1= ⇒ = ⇒ − =  

dx dz dy dx dz dy d(Ln(x z)) d(Lny)
z x y x z y

+
= = ⇒ = ⇒ + =

+
  

x zLn(x z) Lny Lnc c
y2 2
+

+ − = ⇒ =  

x z y (x z )2 2+ = φ xیا− z (x z )
y

2 2+
= φ −  

  3) گزینه 14

dx dz dx dz Ln(xz) Lnc xz c
x z x z

cz
x

1 1

1

= ⇒ + = ⇒ = ⇒ =
−

=

o
  

  دهیم:نتیجه ي فوق را در دستگاه معادلات قرار می 

cdx dy ( )dx dy
cx xx
x

c x c
y x c c

x x

1
2

1

2
1 1

2 2

1= ⇒ + =
+

−
= − + = +

  

  1) گزینه 15

w f (u,, v,s),u y z, v z x,s x y= = − = − = −  

z u z v z s z u vw w u w v w s w w= + + = − +  

y u y v y s y u sw w u w v w s w w= + + = −  

x u x v x s x v sw w u w v w s w w= + + = − +  

z y xw w w+ + = o  

  2) گزینه 16
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tx tu u (x, t) x f (t)2 2= ⇒ = +  

t tu ( , t) f (t) u (x, t) x5 5 2 5= ⇒ = ⇒ = +o  

t xu (x, t) xt t g(x) u (x, t) t g (x)2 5 2 ′= + + ⇒ = +  

xu (x, ) sin x g (x) sin x g(x) cos x c′= ⇒ = ⇒ = − +o  

u(x, t) xt t cos x c,u( , ) c2 5 2 3= + − + = ⇒ =o o  

u(x, t) xt t cos x2 5 3= + − +  

  4) گزینه 17

xy x x y yu u ,z u z z z z= = ⇒ = ⇒ − = o  

y y(D )z a ,b ,c z e f ( x) e f (x)1 21 1 1′ − = ⇒ = = = − ⇒ = − =o o  
y y

xu e f (x) u(x, y) e f (x) h(y)2= ⇒ = +  
y y yu(x, y) e (f (x) h(y)e ) e (f (x) g(y))−= + = +  

  3) گزینه 18

  :هذلولی گون

tt xxu u A ,B ,C B AC21 1 4 4− = ⇒ = = = − ⇒ ∆ = − =o o  

r r
dx x t c s x t
dt
dx x t c v x t
dt

2

1

2

1 1

1

1

− = ⇒ = ±

= ⇒ − = ⇒ = −

= − ⇒ + = ⇒ = +

o

  

svuبا تغییر متغیرهاي فوق، معادله به فرم کانونی تبدیل می گردد. فرم کانونی معادله ي هذلولی گون به صورت = o   مـی

  تواند باشد.

  4) گزینه 19

xy x x yu u ,z u z z (D )z1′+ = = ⇒ + = ⇒ + =o o o  

y ya ,b ,c z e f ( x) e f (x)1 21 1 − −= = = ⇒ = − =o  
y y

xu e f (x) u(x, y) e f (x) g(y)2
− −= ⇒ = +  

g(y)با فرض  y , f (x) x sin x2 2= = y(xیک جواب معادله به صورت + sin x)e y2 2−+   می باشد. +

  4ـ گزینه 20
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z zy x
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
o  

  به صورت زیر است: ژدستگاه معادلات لاگران

dx dy ,dz
y x

= = o  

dz z c1= ⇒ =o  
dx dy xdx ydy x y c
y x

2 2
2= ⇒ = ⇒ − =  

,g(zجواب عمومی: x y )2 2− = oیاz f (x y )2 2= −  

  1) گزینه 21

dx dy dz xdx ydy zdz
x(z y ) y(x z ) x(y x ) x (z y ) y (x z ) z (y x )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2= = ⇒ = =

− − − − − −
  

x (z y ) y (x z ) z (y x ) xdx ydy zdz2 2 2 2 2 2 2 2 2− + − + − = ⇒ + + =o o  

d(x y z ) x y z c2 2 2 2 2 2
2+ + = ⇒ + + =o  

  ضرب کنیم: xyzاگر دستگاه معادلات را در 

yzdx xzdy xydz
z y x z y x2 2 2 2 2 2= =

− − −
  

(z y ) (x z ) (y x ) yzdx xzdy xydz2 2 2 2 2 2− + − + − = ⇒ + + =o o  

d(xyz) xyz c1= ⇒ =o  

  2) گزینه 22

x yau bu (aD bD )u′+ = ⇒ + =o o  
c x
au e (ay bx),c u(x, y) (ay bx)

−
= φ − = ⇒ = φ −o  

bxاگر  ay− ثابت باشد آنگاه(ay bx)φ   .نیز ثابت خواهد بود −

  2) گزینه 23

dy dz dy dz
xy xz y z2 2

= ⇒ =  

ln z ln y ln c z c y1 1− = ⇒ =  
dx dy dz xdx dy dz

xy xz y zx y z x y z2 2 2 2 2 22 2 2 2
= = ⇒ = =

− − − −
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xdx ydy zdz xdx ydy zdz
x y z y z z y z2 2 2 2 2 2 2 22 2

+ +
= = =

− − + +
  

d(x y z ) dz Ln(z) Ln(x y z ) Lnc
zx y z

z c (x y z )

2 2 2
2 2 2

22 2 2

2 2 2
2

1
2 2

+ +
= ⇒ − + + =

+ +

= + +

  

  1) گزینه 24

uچون معادله فاقد
x

∂
∂

  یفرانسیل معمولی خطی حل می کنیم.، معادله رامشابه معادله دxاست با فرض ثابت بودن  

u ucot x u y (tan x)u y tan x
y y

∂ ∂
+ = ⇒ + =

∂ ∂
  

y tan x

e

tan x dy e=∫  

y tan x y tan xu e y tan xe dy f (x)−  = + ∫  

y tan x y tan x y tan xu e (ye (cot x)e f (x))−= − +  
y tan xu y cot x f (x)e−= − +  

  3) گزینه 25

A x ,B (y ),c (x )1 2 1 1= − = + = − +  

B AC (y ) (x ) (y x y)2 2 2 2 24 4 1 4 1 4 2∆ = − = + + − = + +  

y(هذلولی گون) > ⇒ ∆ >o o  

  2) گزینه 26

x
z z zx ,u xu u

x y y y

2∂ ∂ ∂
+ = = ⇒ + =

∂ ∂ ∂ ∂
o o  

x
dx duxu u ln x ln x ln f (y)
x u

= − ⇒ = ⇒ + =
−

  

z f (y)ux f (y) u z (y) (x)
y x x

1∂
= ⇒ = = ⇒ = φ + ψ

∂
  

  1) گزینه 27

A ,B ,C B AC21 10 9 4 64= = = ⇒ ∆ = − = > o  

,x)چون معادله از نوع هذلولی گون می باشد بنابراین با تغییر متغیـر مناسـب   y) , (x, y)β = β α = α  فـرم کـانونی زیـر     بـه

  تبدیل می گردد.
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  uαβ=عبارت خطی از مشتقات مرتبه اول

  4) گزینه 28

A(هذلولی گون) ,B ,C B AC21 6 8 4 4= = = ⇒ ∆ = − = > o  

(D DD D )u (D D )(D D )u2 26 8 2 4′ ′ ′ ′+ + = ⇒ + + =o o  
(D D )u u g(y x)
(D D )u u f (y x)

2 2
4 4

′+ = ⇒ = −
′+ = ⇒ = −

o
o

  

  بنابراین جواب عمومی به صورت زیر است:

u(x, y) f (y x) g(y x)4 2= − + −  

  1) گزینه 29

A(سهمی گون) ,B ,C1 2 1= = − = ⇒ ∆ = o  

r r r r2
1 22 1 1+ + = ⇒ = = −o  

dy y x c z y x
dx 11= − ⇒ + = ⇒ = +  

V ) توضیح داده شده است اگر 3-5تابع دلخواه است. همانطور که در بخش (v y= ي نرمال به صورت  فرض شود معادله

vv v zu G(u ,u ,u, z, v)= ) باشد. ) می1خواهد بود بنابراین معادله نرمال به صورت گزینه  

  1) گزینه 30

(D DD D )u (D D )(D D )u2 26 2 3′ ′ ′ ′+ − = ⇒ − + =o o  

(D D )u u (y x)2 2′− = ⇒ = ψ +o  

(D D )u u (y x)3 3′+ = ⇒ = φ −o  

,u(xجواب عمومی: y) (y x) (y x)3 2= φ − + ψ +  

  3) گزینه 31

tt xxu F(x)G(t) u F(x)G (t),u F (x)G(t)′′ ′′= ⇒ = =  

tt xxu x u F(x)G (t) x F (x)G(t)2 2′′ ′′− = ⇒ − =o o  

x F (x) G (t) d F d Gk x KF , kG
F(x) G(t) dx dt

2 2 2
2

2 2
′′ ′′

= = ⇒ − = − =o o  

  3) گزینه 32
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D u D u D D u4 4 2 22′ ′+ =  

(D D D D )u (D D ) u (D D ) (D D ) u4 4 2 2 2 2 2 2 22′ ′ ′ ′ ′+ − = ⇒ − = ⇒ − + =o o o  

  2) گزینه 33

A x ,B x,C y B AC x y(x )2 21 2 4 4 4 1= + = = ⇒ ∆ = − = − +  

xyگون: سهمی x ( x)y
x

2
2 1

1
= ⇒ = + ⇒ ∆ =

+
o  

  1) گزینه 34

vv vu u f (z) u vf (z) g(z)= ⇒ = ⇒ = +o  
y y yv y,z u(x, y) yf ( ) g( )
x x x

= = ⇒ = +  

  2) گزینه 35

A 1,B 2,C 4= = − = ⇒ ∆ = >o o   

  باشد. ) می2) یا (1گون است بنابراین فرم نرمال آن به صورت گزینه ( چون معادله دیفرانسیل هذلولی

x y x yv y,z y x v , v , z ,z2 1 2 1= = + ⇒ = = = =o  

x v x z x z xx zzu u v u z u ,u u2 4= + = =  

xy zv y zz y zv zzu u v u z u u2 2 2 2= + = +  
y v

xx xy zz zv zzu u e u u u e2 4 4 4− = ⇒ − − =  

v
zvu e1

4
= −  

  1) گزینه 36

y
y

u
u y F(x) x y u yF(x) F(x)

y
2 4

3 4 2 4
2

−
= − + ⇒ = + ⇒ =  

y
y y

u
u y x y u yu x y yu u x y

4
3 4 2 6 4 2 6 4

2
−

= − + ⇒ = − + ⇒ − = −  

  3) گزینه 37

xxu u yx2− =  

  کنیم. را ثابت فرض کرده و مشابه یک معادله دیفرانسیل معمولی خطی آن را حل می yاست بنابراین  yuمعادله فاقد

xu u yx , dx Lnx
x x
1 1

− = − = −∫  
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Lnx Lnxu e e yxdx (y) x(yx (y))− = + φ = + φ ∫  

u(x, y) yx x (y)2= + φ  

  2) گزینه 38

A , B , C cos x1 2= = =  
x xr r cos x r cos x sin , r sin2

1 22 1 1 1 2 1 2
2 2

− + = ⇒ = + − = + = −o  

dy x x xsin y x cos c y x cos
dx 11 2 2 2 2 2

2 2 2
= + ⇒ − + = ⇒ ξ = − +  

dy x x xsin y x cos c y x cos
dx 21 2 2 2 2 2

2 2 2
= − ⇒ − − = ⇒ η = − −  

  4) گزینه 39

x yu u u (D D )u a ,b ,c1 1 1 1′− = ⇒ − − = ⇒ = = − = −o  

f اه است:تابع دلخوxu e f (y x) := +  
x y (x y)x xx y x yu e ( ) e e ( ) e f (x y)

1
2 2

2 2

−
− ++ +

= φ = φ = +  

  ) مورد قبول است.4بنابراین گزینه (

  باشند. کنند ولی جواب عمومی معادله نمی نیز در معادله دیفرانسیل صدق می 3و  1 هاي گزینه

  2) گزینه 40
c x
a(aD bD c)z z e (ay bx)

−
′+ + = ⇒ = φ −oیاx yaz bz cz+ + = o  

z f ( x y) g(x y) xy f ( x y) h(y x) xy2 2= + + − − = + + − −  

f ( x y) a ,b ,c D D2 1 2 2 ′+ ⇒ = = − = ⇒ −o  

h(y x) a 1,b 1,c D D′− ⇒ = = = ⇒ +o  

xx xy yy(D D )(D D ) D DD D z z z2 22 2 2′ ′ ′ ′− + = − − ⇒ − − = o  

  باشد. ) داراي معادله دیفرانسیل همگن فوق می2فقط گزینه (

xxدر معادله دیفرانسیل −xyضمناً تابع  xy yyz x z2 1− −   ند.ک صدق می =

  3) گزینه 41

( D DD D )z2 22 4 ′ ′+ + = o  
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D DD D D ( )D2 2 12 4 1
2

′ ′ ′+ + = ⇒ = − ±o  

(D ( D )(D ( )D )z1 11 1
2 2

′ ′+ − + + = o  

z f (y ( )x) g(y ( )x)1 11 1
2 2

= + − + − +  

  1) گزینه 42

y باشد. می کنیم در اینصورت معادله مانند یک معادله دیفرانسیل معمولی از نوع کوشی اویلر را ثابت فرض می  

xx xx u xu u2 2 2+ − = o  

r(r ) r r , u c (y)x c (y)x2
1 21 2 2 1 2 −− + − = ⇒ = − ⇒ = +o  

  2) گزینه 43

Aگون هذلولی x,B y,c B AC y2 24= = − = ⇒ ∆ = − = > ⇒o o  

  2) گزینه 44

A ,B ,c r r r , r2
1 2

16 1 6
6

= = − = ⇒ + = ⇒ = = −o o o  

dy y c y
dx 1= ⇒ = ⇒ ξ =o  

dy dy dx y x c y x
dx 2

1 6 6 6
6

= − ⇒ + = ⇒ + = ⇒ η = +o  

  4) گزینه 45

A ,B .c r r21 1 1 1= = = − ⇒ − = ⇒ = ±o o  
dy y x c r y x
dx 11= − ⇒ + = ⇒ = +  

dy y x c s y x
dx 21= ⇒ − = ⇒ = −  

  3) گزینه 46

) همگـن  IIشود. معادله دیفرانسیل ( باشد بنابراین با روش جداسازي متغیرها حل نمی ) همگن نمیIمعادله دیفرانسیل (

  کنیم است بنابراین آن را بررسی می

t r rru(t, r) F(t)G(r) u F (t)G(r), u F(t)G (r),u F(t)G (r)′ ′ ′′= ⇒ = = =  

 دهیم. ار میروابط فوق را در معادله قر
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F (t)G(r) a (F(t)G (r) F(t)G (r))
r

2 1′ ′′ ′= +   

F (t) G (r) G (r)a ( )
F(t) G(r) r G(r)

2 1′ ′′ ′
= +  

  شوند. حاصل می G(r),F(t)کافی است عبارات تساوي فوق را برابر مقدار ثابت فرض کنیم و با حل دو معادله، توابع

  3) گزینه 47

xx yyu u (D D )u2 24 4 ′− = ⇒ − =o o  

(D D )(D D )u2 2′ ′− + = o  
(D D )u u F(y x)
(D D )u u G(y x)
u(x, y) F(y x) G(y x)

2 2
2 2

2 2

′− = ⇒ = +
′+ = ⇒ = −
= + + −

o
o  

  3) گزینه 48

yA x,B y,c xr yr r , r
x

2
1 2= = − = ⇒ + = ⇒ = = −o o o 

dy y c v y
dx 1= ⇒ = ⇒ =o 

dy y dy dx xy c z xy
dx x y x 2= − ⇒ + = ⇒ = ⇒ =o 

  1) گزینه 49

A y , B xy,c x y r xyr x2 2 2 2 22 2= = − = ⇒ + + = o  

xr گون: معادلھ سھمي r
y1 2= = −  

dy x ydy xdx y x c x y
dx y

2 2 2 2
1= − ⇒ + = ⇒ + = ⇒ ξ = +o  

η متوانی تابع دلخواهی است که میyη   را انتخاب کنیم. =

  3) گزینه 50
A xy ,B x y,c

B AC (x y) ( xy ) x y xy2 2 2 2

2 1 2 1

4 2 4 2 1 4 4 4

= − = + =

∆ = − = + − − = + − +
  

x)گون هذلولی y)22 4∆ = − + > o  

  2) گزینه 51

xx yyz x z A , B ,C x x2 2 21 4− = ⇒ = = = − ⇒ ∆ = >o o o  
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tگون است بنابراین با تغییر متغیرهاي مناسب  معادله هذلولی t(x, y)= وu u(x, y)= رسیم به فرم کانونی زیر می  

z z zH( , , z, t, u)
t u t u

2∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂ ∂
  

  .) صحیح است2قرار گیرد بنابراین گزینه ( zباید  φها به جاي در گزینه

  1) گزینه 52

hجواب عمومی: pZ Z Z= +  

xx yyz z (D D )z (D D )(D D )z2 2′ ′ ′− = ⇒ − = ⇒ − + =o o o  

(D D )z z (x y)
(D D )z z (y x) (x y)

1

3 2

′− = ⇒ = φ +
′+ = ⇒ = φ − = φ −

o
o

  

hzجواب همگن: (x y) (x y)1 2= φ + + φ −  

Pz) نیز نادرست است چون در آن 2نادرست هستند. گزینه ( 4و  3بنابراین  گزینه  = o  معادلـه دیفرانسـیل   است که در

  کند. صدق نمی

pz)، 1در گزینه ( x(x y)21
4

=   باشد. ) صحیح می1کند بنابراین گزینه ( باشد که در معادله دیفرانسیل صدق می می −
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  ) مسئله اشتورم لیوویل5-7

fاگر توابع (x)1،f (x)2 ،f (x) ,h(x)1′ ي  در بازه[ ]x , x1o پیویسته بوده و توابعh(x) , f (x)1     در این بازه مثبـت باشـند آنگـاه

  باشد یک مسئله اشتورم لیوویل معمولی به صورت زیر می

f (x)y (x) f (x)y (x) (f (x) h(x))y(x) , x x x
c y(x ) c y (x ) ( )
c y(x ) c y (x ) ( )

1 1 2 1

1 2

3 1 4 1

1
2

′′ ′ ′+ + + λ = < <
 ′+ =
 ′+ =

o

o o

o
o
o

  

ــط ( ــل    2) و (1رواب ــتورم لیووی ــئله اش ــرزي را درمس ــرایط م ــی ) ش ــخص م ــه  مش ــد. معادل ــورت   کنن ــه ص ــوق ب ي ف

(f (x)y (x)) (f (x) h(x))y(x)1 2′ ′ + + λ = o .نیز قابل بیان است  

  مقادیر و توابع ویژه:

باشد و بھ ازاي ھر مقدار  بھ تعداد نامحدود مي nλمسئلھ اشتورم لیوویل معمولي (عادي) داراي مقادیر ویژه متفاوت حقیقي

ny، یك تابع ویژه nλویژه (x) اي مانند موجود است بھ طوریكھ ھر تابع ھموار قطعھf (x) ،x x x1< <o توان بر  را مي

nyحسب توابع ویژه (x) .بھ صورت زیر بیان نمود  n n
n

f (x) a y (x)
1

∞

=
= ∑  

fسري فوق در نقاط پیوستگی (x) به مقدار تابع ،f (x)   و در نقاط ناپیوستگی به میانگین حدود چپ و راسـت تـابعf (x) 

  باشد. همگرا می

  ند:شو به صورت زیر محاسبه می naضرایب

n
n

n n

(f (x) , y (x))
a

(y (x) , y (x))
=  

n(f (x), y (x)) ضرب داخلی توابعny ,f  با تابع وزنیh(x) باشد بطوریکه  می  
b

n na
(f (x), y (x)) f (x)y (x)h(x)dx= ∫  

b
n n na

(y (x), y (x)) y (x)h(x)dx2= ∫  

  متعامد هستند  h(x)ل نسبت به تابع وزنی ي مسئله اشتورم لیووی : توابع ویژه4نکته 

  بنابراین
b

n m n ma
(y (x) , y (x)) y (x)y (x)h(x)dx , n m= = ≠∫ o  

  : مسائل اشتورم لیوویل مهم5نکته 

y (x) y(x) : x L, h(x) 1′′ + λ = < < =o o  

)yشرایط مرزي ) y(L)= =o o  
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n n n
n n( ) , y (x) sin x sin( x) , n , , ,
L L

2 1 2 3π π
λ = = λ = = K  

2 (  

y (x) y(x) ; x L ,h(x) 1′′ + λ = < < =o o  

yشرایط مرزي ( ) y (L)′ ′= =o o  

n
n, ( ) , n , , ,
L

2 1 2 3π
λ = =o K  

n n
ny (x) , y (x) cos x cos ( x) ,n , , ,
L

1 1 2 3π
= = λ = =o K  

3 (  

y (x) y(x) ; x L, h(x) 1′′ + λ = < < =o o  

)yشرایط مرزي ) y (L)′= =o o  

n n n
( n ) ( n )( ) , y (x) sin x sin ( x),n , , ,

L L
22 1 2 1 1 2 3

2 2
− π −

λ = = λ = π = K  

4 (  

y (x) y(x) ; x L, h(x) 1′′ + λ = < < =o o  

yشرایط مرزي ( ) y(L)′ = =o o  

n
( n )( ) , n , ,

L
22 1 1 2

2
− π

λ = = K  

n n
( n )y (x) , y (x) cos x cos ( x), n , ,

L
2 11 12

2
− π

= = λ = =o K  

5 (  

y (x) y(x) ; L x L ,h(x) 1′′ + λ = − < < =o  

)yشرایط مرزي: L) y(L)
y ( L) y (L)

− =
 ′ ′− =

  

n
n, ( ) ; n , ,
L

2 1 2π
λ = =o K  

n
n ny (x) ,sin( x),cos( x);n , ,
L L

1 1 2π π
= = K  

  نامیم. ي فوق را مسئله اشتورم لیوویل با شرایط تناوبی می معادله

6 (  
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y (x) y(x) ; x ,h(x) 1′′ + λ = < < ∞ =o o  

در این مسئله
x
lim y(x)
→∞

  کراندار است. 

2;مقادیر ویژه:
ωλ = ω ω > o  

yتوابع ویژه: (x) sin( x);ω = ω ω > o  

7 (  

y (x) y(x) ; x ,h(x) 1′′ + λ = < < ∞ =o o  

y ( )′ =o o  

در این مسئله 
x
lim y(x)
→+∞

  کراندار است.

)توابع ویژه:  )y x cos( x),ω = ω ω ≥ o   :2,مقادیر ویژه 0ωλ = ω ω ≥   

٨ (  y (x) y(x) , x ,h(x) 1′′ + λ = −∞ < < ∞ =o   

در این مسئلھ 
x

lim y(x)
→±∞

  کراندار ھستند. 

2;مقادیر ویژه
ωλ = ω ω ≥ o  

yتوابع ویژه: (x) sin( x) ,cos( x) ;ω = ω ω ω ≥ o  

  نامیم. را مسئله اشتورم لیوویل منفرد می 8و  7و  6معادلات 

  : توابع ویژه مسئله زیر کدامند؟  17مثال 

d u u , x
dx

u( ) , u ( )

2

2


− = λ < < π


 ′= π =

o

o o o
  

  1 (ku (x) sin x cos (k )x2 1
2

= +  2 (ku (x) sin ky( cos x)1= +  

  3 (k
x xu (x) sin kx cos cos kx sin
2 2

=   هیچکدام) 4  −

  3پاسخ: گزینه 

u (x) u(x) , x
u( ) u ( )

′′ + λ = < < π
 ′= π =

o o
o o

  

  ) مطابقت دارد بنابراین توابع ویژه عبارتند از 5ي فوق با قسمت سوم نکته ( معادله

(2n 1) (2n 1) 1sin( x) sin( x) sin(n )x , n 1,2,
2 2 2
− π −

= = − =
π

K  
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x x xsin kx cos cos kx sin sin(kx ) sin(k )x1
2 2 2 2

− = − = −  

  : مسئله با مقادیر مرزي18مثال 

x(x e (x)) x (x) cos x x , x2

2 2
π π′ ′φ − φ + λ φ( ) = − < <o  

) ( ) , ( ) ( )2
2 2 2 2
π π π π′ ′φ( = φ φ − = φ −  

n. اگرمفروض است m,φ φ   هـاي زیـر درسـت     دو تابع ویژه مختلف براي این مسئله باشند در این صورت کـدامیک از گـزاره

  است؟ 

  1(n m(x) (x) cos xdx2

2

2
π

π
−

φ φ = π∫  2 (n m(x) (x) )cos xdx2

2

1 2
π

π
−

(φ φ − = −∫  

  3(n m n(x) (x)cos xdx (x)dx22 2

2

2
π π

π
−

φ φ = φ∫ ∫o
  4(n m(x) (x) n) cos xdx2

2

π

π
−

(φ φ − =∫ o   

  2پاسخ: گزینه 

xfاین مسئله، یک مسئله اشتورم لیوویل با توابع (x) x , f (x) x e2
2 1= − h(x)و تابع وزن = cos x= باشد بنـابراین توابـع    می

mویژه n,φ φ  نسبت بهh(x) .متعامدند  

n m(x) (x)cos xdx2

2

π

π
−

φ φ =∫ o  

cosضمناً xdx2

2

2
π

π
−

  بنابراین: ∫=

n m(x) (x) )cos xdx2

2

1 2
π

π
−

(φ φ − = −∫  

  ) معادله موج، روش دالامبر5-8

  باشد مسئله مقدار مرزي موج به صورت زیر می

tt xx

t

u c u h(x, t) , x L , t
u(x, ) f (x) ,u (x, ) g(x)
u( , t) g (t) , u(L, t) g (t)

2

1 2

 = + < < ≥


= =
 = =

o o
o o

o
  

,u(xي  و در لحظه xدامنه موج در مکان  t) t=  

,u(xوضعیت اولیه موج ) =o  

  شرایط اولیه (زمانی):
 شرایط مرزي (مکانی):
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tuسرعت اولیه موج (x, ) =o  

ttuشتاب قائم در مکان (x, t) x=  

xxuتقعر موج (x, t) =  

,h(x= شود وارد می tدر لحظه  Xنیروي ایجادکننده موج که به مکان  t)   

cمدول یانگ (پارامتر ثابت) :2  

فرض شده است ممکـن   (L)در مسئله فوق اگر نوسان را در یک میله یا تار در نظر بگیریم در اینصورت طول آن محدود 

)است میله نامحدود x )−∞ < < )و یا نیمه محدود  ∞ x )< < ∞o کنند. می باشد در اینصورت شرایط مرزي نیز تغییر  

xuشرایط مرزي ممکن است برحسب مقادیر ( , t)o  وxu (L, t) .بیان شود  

,h(xاگر t) = o .باشد، معادله موج را همگن می نامیم  

gاگر (t) g (t)1 2= = o نامیم. باشد، شرایط مرزي را همگن می  

  روش دالامبر:

ي مـوج همگـن بـا     کنیم. براي بررسی روش دالامبر، معادلـه  ر این روش از تبدیل معادله موج به فرم کانونی استفاده مید

  گیریم شرایط مرزي همگن را به صورت زیر در نظر می

tt xx

t

u c u , x L , t
u(x, ) f (x) ,u (x, ) g(x)
u( , t) u(L, t)

2 = < < >


= =
 = =

o o
o o

o o
  

tt xxu c u2− = o  

A , B ,C c B AC C2 2 21 4 4= = = − ⇒ ∆ = − = >o o  

  باشد گون می وج، یک معادله دیفرانسیل جزئی خطی مرتبه دوم از نوع هذلولیبنابرین معادله م

rمعادله مشخصه: c2 2− = o  

r c= ±  
dx c x ct c x ct
dt 1= ⇒ − = ⇒ α = −  

dx c x ct c x ct
dt 2= − ⇒ + = ⇒ β = +  

xبا تغییر متغیرهاي  ct , x ctβ = + α =   گردد. م کانونی تبدیل میمعادله موج به فر −

tt xxu c (u u u ) ,u u u u2 2 2ββ αβ αα ββ αβ αα= − + = + +  

 (میله محدود)
 شرایط اولیه:

 شرایط مرزي دیریکله:
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  گردد با جایگذاري روابط فوق در معادله موج، فرم کانونی نیز حاصل می

u u ( ) u ( ) ( )1αβ α= ⇒ = φ α ⇒ = φ α + ψ βo  

u(x, t) (x ct) (x ct)= φ − + ψ +  

u(x, ) f (x) (x) (x) f (x)= ⇒ φ + ψ =o  

tu (x, ) g(x) c (x) c (x) g(x)′ ′= ⇒ − φ + ψ =o  

(a)با فرض اینکه  (a)ψ − φ = o ي  ي فوق در بازه از معادله[ ]a, x گیریم انتگرال می  

x

a
(x) (x) g(s) ds

c
(x) (x) f (x)

1ψ − φ =

ψ + φ =

∫  

x x ct

a a
(x) f (x) g(s) ds (x ct) f (x ct) g(s)ds

c c
1 1 1 1
2 2 2 2

+
ψ = + ⇒ ψ + = + +∫ ∫  

x x ct

a a
(x) f (x) g(s) ds (x ct) f (x ct) g(s) ds

c c
1 1 1 1
2 2 2 2

−
φ = − ⇒ φ − = − −∫ ∫  

,u(xبنابراین t) آید: به صورت زیر به دست می  

[ ] x ct

x ct
u(x, t) f (x ct) f (x ct) g(s) ds

c
1 1
2 2

+

−
= + + − + ∫  

  کنیم: حال شرایط مرزي را اعمال می

[ ] ct

ct
u( , t) f (ct) f ( ct) g(s)ds

c
1 1
2 2 −

= ⇒ + − + =∫o o o  

[ ] L ct

L ct
u(L, t) f (L ct) f (L ct) g(s)ds

c
1 1
2 2

+

−
= ⇒ + + − + =∫o o  

gگیـریم کـه بایـد توابـع      مستقل از هم هستند بنابراین از روابـط فـوق نتیجـه مـی     g , fچون توابع  ,f    را حـول نقطـه

x L, x= = o د بسط دهیم بنابراین دوره تناوب این توابع برابر به صورت فرL2 .خواهد بود  

  کنیم. ) مطرح می6ي روش بالا را به همراه شرایط مرزي دیگر در نکته ( خلاصه

  : روش دالامبر براي معادله موج در میله محدود6نکته 

tt xx

t

u c u , x L , t
u(x, ) f (x) ,u (x, ) g(x)

2 = < < ≥


= =



o o
o o  

[ ] x ct

x ct
u(x, t) f (x ct) f (x ct) g(s) ds

c
1 1
2 2

+

−
= + + − + ∫  

)uاگر شرایط مرزي (دیریکله) , t) u(L, t)= =o o موردنظر باشد آنگاه توابعg,f  را حول نقاطx L, x= = o    بـه صـورت فـرد

 شرایط اولیه:
 شرایط مرزي
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  خواهند بود. L2داراي دوره تناوب  g,fدهیم بنابراین   بسط می

xاگر شرایط مرزي (نیومن) xu ( , t) u (L, t)= =o o موردنظر باشد آنگاه توابعg,f را حول نقاطx L, x= = o   به صـورت زوج

gدهیم بنابراین  بسط می , f  داراي دوره تناوبL2 .خواهند بود  

)xuاگر شرایط مرزي , t) u (L, t)= =o o  موردنظر باشد آنگاه توابعg,f  را حولx = o     بـه صـورت فـرد و حـولx L=   بـه

,gدهیم بنابراین  صورت زوج بسط می f راي دوره تناوب داL4 .خواهند بود  

xuاگر شرایط مرزي  ( , t) u(L, t)= =o o  باشد آنگاهf  وg  را حولx = o  به صورت زوج و حولx L=    به صـورت فـرد

  خواهند بود. L4داراي دوره تناوب  gو  fدهیم. بنابراین  بسط می

  میله نامحدود در وجم: روش دالامبر براي معادله 7نکته 

tt xx

t

u c u , x , t
u(x, ) f (x), x
u (x, ) g(x), x

2 = − ∞ < < ∞ >


= − ∞ < < ∞
 = − ∞ < < ∞

o
o
o

  

  باشد پاسخ معادله موج فوق به صورت زیر می

[ ] x ct

x ct
u(x, t) f (x ct) f (x ct) g(s) ds

c
1 1
2 2

+

−
= + + − + ∫  

  : روش دالامبر براي معادله موج در میله نیمه محدود8نکته 

  الف) شرط مرزي دیریکله

tt xx

t

u c u , x t
u(x, ) f (x), u (x, ) g(x)
u( , t) g (t)

2

1

 = < < ∞ >


= =
 =

o o
o o

o
  

  باشد پاسخ معادله موج فوق به صورت زیر می

[ ] x ct

x ct

x xu(x, t) f (x ct) f (x ct) g(s)ds g (t )H(t )
c c c1

1 1
2 2

+

−
= + + − + + − −∫  

H(t) باشد بنابراین تابع پله واحد می  

xt
x cH(t )

xc t
c

1 >− = 
 <

o

  

g(x)در پاسخ فوق توابع , f (x)  حول نقطهx = o  شوند. فرد بسط داده میبه صورت  

  ب) شرط مرزي نیومن

اولیه:شرایط   
مرزي: شرط  
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شرایط اولیه:
tt xx

t

x

u c u , x t
u(x, ) f (x),u (x, ) g(x)
u ( , t) g (t)

2

1

 = < < ∞ >


= =
 =

o o
o o

o
  

g(x)در این حالت توابع , f (x) حول نقطهx = o شوند و پاسخ معادلـه مـوج بـه صـورت زیـر       به صورت زوج بسط داده می

  باشد. می

[ ]
xx ct t
c

x ct

xu(x, t) f (x ct) f (x ct) g(s)ds c( g (s)ds)H(t )
c c1

1 1
2 2

+ −

−
= + + − + − −∫ ∫o

  

,u(x: اگر تابع19مثال  t)  جواب مسئله
tt xx

t

x

u u , x , t
u(x, ) , u (x, ) x( x) , x
u ( , t) u( , t)

1
1 1

1

− = < < >
 = = − < <
 = =

o o o
o o o o

o o
)uباشد آنگاه , )1 3

4 4
برابر اسـت   

  با:  

  1(1
24

   2(1
24

−   3 (o  4 (1
8

  

  4پاسخ: گزینه 

f (x) ,g(x) x( x) , x1 1= = − < <o o  

xuبا توجه به شرایط مرزي ( , t) u( , t)1= =o o توابع ،g , f  حولx = o به صورت زوج و حولx به صورت فرد بسط داده =1

L4ها  آن شوند بنابراین دوره تناوب می   خواهد بود. =4

x , t ,c x ct , x ct1 3 11 1
4 4 2

= = = ⇒ − = − + =  

u( , ) g(s)ds g(s)ds g(s)ds
1

1 121 11
2 22

1 3 1 1 1
4 4 2 2 2− −

= = +∫ ∫ ∫  

u( , ) g(s)ds g(s)ds
1 1
2 1

2

1 3 1
4 4 2

= +∫ ∫o
  

1 1
2 1

2

1 3 1 1u( , ) s(1 s)ds s(1 s) ds
4 4 2 8

= − + − =∫ ∫o
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,w(xاي زیر : در مسئله مقدار اولیه ـ کرانه20مثال  t)   :برابر است با  

tt xx

t

x

w w , x , t
w(x, ) w (x, ) , x
w ( , t) cos bt , t

− = > >
 = = ≥
 = ≥

o o o
o o o o

o o
  

  1(sin b(t x)
b
1

−   2(cos b(t x)
b
1

−  

  3(sin b(t x)
b
1

− −   4 (sin b(t x) t x
b

t x

1− − >

 ≤o

  

  4پاسخ: گزینه 

  باشد بنابراین معادله موج براي میله نیمه محدود با شرط مرزي نیومن می

[ ]
xx ct t
c

x ct

xw(x, t) f (x ct) f (x ct) g(s)ds c( g (s) ds)H(t )
c c1

1 1
2 2

+ −

−
= + + − + − −∫ ∫o

  

f (x) g(x) , g (x) cos bx ,c1 1= = = =o  
t x

w(x, t) cos bsdsH(t x) sin b(t x)H(t x)
b
1−

= − − = − − −∫o  

, x t
H(t x)

, x t
1 <

− =  ≥o
  

sin b(t x) , x t
w(x, t) b

, x t

1− − <= 
 ≥o

  

  ) معادله موج، روش جداسازي متغیرها5-9

در این بخش ابتدا معادله موج همگن با شرایط مرزي همگن دیریکله را با روش جداسـازي متغیرهـا مـورد بررسـی قـرار      

  کنیم. و سپس پاسخ معادله موج را در حالات دیگر مطرح می دهیم  می

tt xx

t

u c u , x L t
u(x, ) f (x), u (x, ) g(x)
u( , t) u(L, t)

2 = < < >


= =
 = =

o o
o o

o o
  

  گیریم: پاسخ معادله موج را به صورت زیر در نظر می

u(x, t) F(x)G(t)=  

tt xxu F(x)G (t) , u F (x)G(t)′′ ′′= =  

tt xx
F (x) G (t)u c u F(x)G (t) c F (x)G(t)
F(x) c G(t)

2 2
2

′′ ′′
′′ ′′= ⇒ = ⇒ =  

 شرایط اولیه:
 شرایط مرزي دیریکله:
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است و شرط آنکه بتوانند مساوي باشند این است کـه هـر دو،    tتابعی از  و طرف راست xطرف چپ تساوي بالا، تابعی از 

  باشند بنابراین kبرابر مقدار ثابت 

F (x) kF(x)

G (t) c kG(t)2

′′ − =

′′ − =

o

o
  

  کنیم: در این قسمت شرایط مرزي را اعمال می

u( , t) F( )G(t)
u(L, t) F(L)G(t)

= ⇒ =
= ⇒ =

o o o o
o o

  

G(t)اگر  = o باشد آنگاهu(x, t) = o خواهد بود که مورد قبول نیست بنابراینG(t) ≠ o است و از  

  گیریم روابط فوق نتیجه می

F( ) F(L)= =o o  

  یک مسئله اشتورم لیوویل به صورت زیر داریم: F(x)براي تابع

F (x) kF(x) , x L
F( ) F(L)

′′ − = < <


= =

o o
o o

  

nKمقادیر ویژه: ( ) ,n , ,
L

2 1 2π
− = = K  

nتوابع ویژه
nF (x) sin( x) ,n , ,
L

1 2π
= = K  

nمقادیر ویژه را به صورت
n( ) ,n , ,
L

2 1 2π
λ = = K دهیم. نمایش می  

nKبا توجه به مقادیر  ( ) ,n , ,
L

2 1 2π
= − = K معادله زیر براي ،G(t) آید. به دست می  

cnG (t) ( ) G(t)
L

2π′′ + = o  

  گردد ي فوق حاصل می ، پاسخ زیر براي معادلهnبه ازاي هر مقدار 

n n n
cn cnG (t) A cos( t) B sin( t) , n , ,
L L

1 2π π
= + = K  

n n nu (x, t) G (t)F (x) , n , ,1 2= = K  

  گیریم: براي اعمال شرایط اولیه معادله موج، پاسخ معادله موج را به صورت زیر در نظر می

n n n
n n

cn cn nu(x, t) u (x, t) A cos( t) B sin( t) sin x
L L L1 1

∞ ∞

= =

π π π = = +  
∑ ∑  

nبراي محاسبه ضرایب nB ,Aکنیم. ، از شرایط اولیه استفاده می  
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n
n

nu(x, ) f (x) A sin( x) f (x)
L1

∞

=

π
= ⇒ =∑o  

fبراساس سري فوریه سینوسی تابع (x) :داریم  

L
n

nA f (x)sin( x)dx , n , ,
L L
2 1 2π

= =∫o
K  

t n
n

cn nu (x, ) g(x) B sin( x) g(x)
L L1

∞

=

π π
= ⇒ =∑o  

L
n

cn nB g(x)sin( x)dx
L L L

2π π
= ∫o

  

L
n

nB g(x)sin( x)dx , n , ,
cn L
2 1 2π

= =
π ∫o

K  

  : پاسخ معادله موج9نکته 

tt xx

t

u c u
u(x, ) f (x) ,u (x, ) g(x)

2 =


= =



o o  

): اگر فاصله محدود 1حالت  x L)< <o  و شرایط مرزي (دیریکله) به صورتu( , t) u(L, t)= =o o باشد آنگاه  

nمقادیر ویژه:
n( ) ,n , ,
L

2 1 2π
λ = = K  

nتوابع ویژه n
nF (x) sin x sin( x) ,n , ,
L

1 2π
= λ = = K  

n n
n

cn cn nu(x, t) A cos( t) B sin( t) sin ( x)
L L L1

∞

=

π π π = +  
∑  

nضرایب  nB , A شوند. با استفاده از شرایط اولیه، محاسبه می  

): اگر فاصله محدود2 تحال x L)< <o  صورتو شرایط مرزي (نیومن) بهx xu ( , t) u (L, t)= =o o باشد آنگاه  

n
n( ) ,n , ,
L

2 1 2

λ =

 π

λ = =

o o

K
  

nابع ویژه:تو
nF (x) , cos( x) ,n , ,
L

1 1 2π
= = K  

n n
n

cn cn nu(x, t) a A cos( t) B sin( t) cos( x)
L L L1

∞

=

π π π = + +  
∑o  

): اگر فاصله محدود 3حالت  x L)< <o و شرایط مرزي به صورتxu( , t) u (L, t)= =o o باشد آنگاه  

nتوابع ویژه: و مقادیر n
( n ) ( n )( ) ,F (x) sin( x)

L L
22 1 2 1

2 2
− π − π

λ = =  

 شرایط مرزي

 مقادیر ویژه

 شرایط اولیه:
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n n
n

cn cn ( n )u(x, t) A cos( t) B sin( t) sin( x)
L L L1

2 1
2

∞

=

π π − π = +  
∑  

): اگر فاصله محدود4 حالت x L)< <o  و شرایط مرزي به صورتxu ( , t) u(L, t)= =o o  باشد آنگاه  

nمقادیر و توابع ویژه: n
( n ) ( n ) x( ) ,F (x) cos( )

L L
22 1 2 1

2 2
− π − π

λ = =  

n n
n

cn cn ( n )u(x, t) A cos( t) B sin( t) cos( x)
L L L1

2 1
2

∞

=

π π − π = +  
∑  

): اگر فاصله محدود5حالت  L x L)− < xبـه صـورت    و شرایط مرزي (تنـاوبی)  > xu( L, t) u(L, t) , u ( L, t) u (L, t)− = − = 

  باشد آنگاه

n n
n n n, ( ) , F (x) , F (x) cos( x),sin( x)
L L L

2 1π π π
λ = λ = = =o oo  

n n n n
n

cn cn n nu(x, t) a A cos( t) B sin( t) C cos( x) D sin( x)
L L L L1

∞

=

π π π π   = + + +      
∑o  

): اگر فاصله نیمه محدود 6حالت  x )< < ∞o  و شرط مرزي به صورتu( , t) =o o وu( , t)∞ :کراندار باشد آنگاه  

,مقادیر و توابع ویژه F (x) sin( x) ,2
ω ωλ = ω = ω ω > o  

u(x, t) (A( )cos( ct) B( )sin( ct)) sin( x)d
∞

= ω ω + ω ω ω ω∫o
  

): اگر فاصله نیمه محدود7حالت  x )< < ∞o و شرط مرزي به صورتxu ( , t) =o o  وu( , t)∞ کراندار باشد آنگاه  

,F (x) cos( x) ,2
ω ωλ = ω = ω ω ≥ o  

u(x, t) (A( )cos( ct) B( )sin( ct))cos( x)d
∞

= ω ω + ω ω ω ω∫o
  

)حدود م: اگر فاصله نا8حالت  x )−∞ < < )uو  ∞ , t)−∞  وu( , t)∞ کراندار باشند آنگاه  

,F (x) cos( x) ,sin( x) ,2
ω ωλ = ω = ω ω ω ≥ o  

u(x, t) (A( ) cos( ct) B( )sin( ct))(c( )cos( x) D( )sin( x))d
∞

= ω ω + ω ω ω ω + ω ω ω∫o
  

: جواب مسئله21مثال 
tt xx

t

u u , x , t
u(x, ) , u (x, ) , x
u( , t) u( , t) , t

1
= < < π >

 = = ≤ ≤ π
 = π = ≥

o o
o o o o

o o o
  عبارت است از:   

  1(u(x, t) sin t cos x1= +   

  2(
n

u(x, t) cos( n )x sin( n ) t
n1

4 1 2 1 2 1
2 1

∞

=
= − −

π −∑  

  3(
n

u(x, t) cos( n )t sin( n ) x
n1

4 1 2 1 2 1
2 1

∞

=
= − −

π −∑  

  4(
n

u(x, t) cos( n )t sin( n ) x
n1

1 1 2 1 2 1
2 1

∞

=
= − −

π −∑  
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  3پاسخ: گزینه 

)معادل موج فوق با فاصله محدود x )< < πo و شرایط مرزي دیریکله(u( , t) u( , t) )= π =o o باشد بنابراین براساس حالت  می

  ):9) نکته (1(

nc , n
L

1 π
= =  

n n
n

u(x, t) (A cos nt B sin nt)sin(nx)
1

∞

=
= +∑  

n nB ,A کنیم را با شرایط اولیه تعیین می  

t n n
n

u (x, ) nB sin(nx) B
1

∞

=
= ⇒ = ⇒ =∑o o o o  

n n
n

u(x, ) A sin(nx) A sin(nx)dx
1

21 1
∞ π

=
= ⇒ = ⇒ =

π∑ ∫o
o  

n
, n k

( k )A ( cos n )
n

, n k

4 2 12 2 11
2

 = −π −= − π = 
π  =o

  

k

cos( k )tu(x, t) sin( k )x
k1

4 2 1 2 1
2 1

∞

=

−
= −

π −∑  

  : جواب معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی زیر کدام است؟22مثال 

tt xx

t

u u , x , t
u( , t) u( , t) u(x, )

ku (x, ) k sin x sin x3 6
2


 = < < π >


= π = =

 = −


o o
o o o

o

  

  1(k ku(x, t) cos t cos x cos t cos x3 3 6 6
3 4

= −  

  2(k ku(x, t) sin t cos x sin t sin x4 4 4 6
3 12

= −  

  3(k ku(x, t) sin t sin x sin t sin x3 3 6 6
3 12

= −  

  4(k ku(x, t) sin t sin x sin t sin x3 3 6 6
2 10

= −  

  3پاسخ: گزینه 
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n n
n

n n
n

nC , n
L

u(x, t) (A cos nt B sin nt)sin(nx)

u(x, ) A u(x, t) B sin(nt) sin(nx)

1

1

1

∞

=
∞

=

π
= =

= +

= ⇒ = ⇒ =

∑

∑o o o

  

t n
n

ku (x, ) nB sin(nx) k sin x sin x
1

3 6
2

∞

=
= = −∑o  

K K KB K B , B B3 3 6 63 6
3 2 12

= ⇒ = = − ⇒ = −  

k ku(x, t) sin t sin x sin t sin x3 3 6 6
3 12

= −  

  ) معادله حرارت5-10

  باشد ) به صورت زیر میمسئله مقدار مرزي انتقال گرما (حرارت

t xxu c u h(x, t) , x L, t
u(x, ) f (x)
u( , t) g (t) , u(L, t) g (t)

2

1 2

 = + < < >


=
 = =

o o
o

o
  

,h(xشود: اعمال می tدر زمان  xمنبع حرارتی که به مکان  t)  

tuآهنگ تغییردما (x, t)  

xي موج، ممکن است بر حسب  شرایط مرزي، مشابه معادله xu (L, t) ,u ( , t)o      بیان شوند و فاصله نیـز ممکـن اسـت نیمـه

)محدود x )< < ∞o یا نامحدود( x )−∞ < <   باشد.∞

,h(xاگر  t) = o نامیم و اگر  آنگاه معادله حرارت را همگن میg (t) g (t)1 2= = o گوئیم: آنگاه شرایط مرزي را همگن می  

بـه   t)، در مورد مسـئله حـرارت نیـز صـادق اسـت فقـط در هـر مـورد تـابع متغیـر           9هشت حالت مطرح شده در نکته (

cصورت tne
2− λ یاc te

2− λω باشد. می  

از نکتـه   )9) در نکتـه ( 8و  7و  6براي تعیین پاسخ مسئله حرارت در فواصل نامحدود و نیمه محدود، علاوه بـر حـالات (  

  توانیم استفاده کنیم. ) نیز می10(

  :10نکته 

)الف) در فاصله نامحدود x )−∞ < <   باشد سئله حرارت به صورت زیر میپاسخ م ∞

(x

c tu(x, t) f ( )e d
c t

2

241
2

−ω)
−∞

= ω ω
π ∫o

  

 شرط اولیه:
 شرط مرزي (دیریکله):
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)ب) در فاصله نیمه محدود x )< < ∞o  دیریکله)(با شرط مرزيu( , t) =o oباشد. ، پاسخ مسئله حرارت به صورت زیر می  

(x ) (x )

c t c tu(x, t) f ( ) e e d
c t

2 2

2 24 41
2

−ω +ω
− −∞

 
 = ω − ω π   

∫o
  

)ب) در فاصله نیمه محدود x )< < ∞o  (نیومن) با شرط مرزيxu ( , t) =o oباشد. ، پاسخ مسئله حرارت به صورت زیر می  

(x ) (x )

c t c tu(x, t) f ( ) e e d
c t

2 2

2 24 41
2

−ω +ω
− −∞

 
 = ω + ω π   

∫o
  

t): در مسئله حرارت براي تعیین دماي حالت پایدار 11نکته  )→ ∞ ،tu = o اساس شرایط مـرزي، پاسـخ   فرض کرده و بر

  کنیم. را تعیین می

u: معادله انتقال حرارت23مثال  u
tx c

2

2 2
1∂ ∂

=
∂∂

)uبا شرایط مرزي Lاي به طول  در میله  , t) T
u(L, t) T2

=
 =

o

o

o   .مفروض اسـت

,u(xاگر شرایط اولیه ) T= oo برقرار باشد: توزیع دماي میله در حالت پایدار(t )→   برابر است با:   ∞

T3) 2  صفر) 1  
2

o  3 (xT ( )
L

1+o  4 (T
x ( L)x T

L
2 + − +o

o  

  3پاسخ: گزینه 

tuبراي تعیین پاسخ حالت پایدار،  = o کنیم. فرض می  

t
u uu A u A x A

xx

2

1 1 22
∂ ∂

= ⇒ = ⇒ = ⇒ = +
∂∂

o o  

u( , t) T A T2= ⇒ =o oo  
T

u(L, t) T A
L12= ⇒ = o

o  

xu T ( )
L

1= +o   

سـت و در لحظـه اولیـه در دمـاي     که دو سر آن در دماي صفر ا 10کنیم، یک میله به طول  : فرض می24مثال 

u(x, ) x( x)10= −o  باشد اگر در نقطهx  و در زمانt  دما باc t
n n

n
u(x, t) A sin xe

2 2

1

∞
−λ

=
= λ∑   بیان شـود وn

n
10

π
λ و =

c2   با:   تآنگاه دما در وسط میله برابر اس =1

  1(
( k ) t

k

k
( ) e

( K )

2 22 1
1 100

3 3
1

800 1
2 1

− π∞ −−

=
−

− π
∑   2(

( k ) t
k

k
( ) e

( K)

2 22 1
1 100

3 3
1

800 1
2

− π∞ −−

=
−

π
∑  

  3(
( k ) t

k
e

( K )

2 22 1
100

3 3
1

800
2 1

− π∞ −

= − π
∑   4(

( k) t

k
e

( K)

2 22
100

3 3
1

800
2

π∞ −

= π
∑  
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  1پاسخ: گزینه 

n
n

nu(x, ) x( x) A sin( x)
1

10
10

∞

=

π
= − = ∑o  

n
, n knA x( x)sin( x)dx ( cos n ) ( k )

n , n k

10 3 3
3 3

800 2 12 40010 1 2 1
10 10

2

 = −π = − = − π = − π
π  =

∫o
o

  

( k ) t

k

( k ) xu(x, t) e sin( )
( k )

2 22 1
100

3 3
1

800 2 1
102 1

− π∞ −

=

− π
=

− π
∑  

k( k )x sin ( ) ( ) 12 15 1
2

−− π
= ⇒ = −  

( k ) t
k

k
u( , t) ( ) e

( k )

2 22 1
1 100

3 3
1

8005 1
2 1

− π∞ −−

=
= −

− π
∑  

T: جواب مسئله انتقال حرارت یک بعـدي 25مثال  T
t x

2

2
∂ ∂

=
∂ ∂

  بـا شـرایط مـرزي و اولیـه زیـر کـدام اسـت؟         

  

x xT ( , t) , T ( , t) , T(x, ) f (x) ( x , t )1 1= = = < < >o o o o o o  

  1(n t
n

n
T(x, t) B sin(n x)e

2 2

1

∞
− π

=
= π∑   

  2(n t
n

n
T(x, t) A B cos(n x)e

2 2

1

∞
− π

=
= + π∑o  

  3(n t
n

n
T(x, t) A A cos(n x)e

2 2

1

∞
π

=
= + π∑o  

  4(n t
n

n
T(x, t) B sin(n x)e

2 2

1

∞
π

=
= π∑  

  2پاسخ: گزینه 

  باشد بنابراین ) می9) نکته (2شرایط این مسئله مشابه حالت (

n
n n ,c , (n )
L

21π
= π = λ = π  

(n ) t
n

n
u(x, t) A B cos(n x)e

2

1

∞
− π

=
= + π∑o  
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  ) مسائل ناهمگن موج و گرما5-11

  حالت اول: مسائل ناهمگن موج و گرما با شرایط مرزي همگن 

  باشند با در نظر گرفتن شرایط مرزي دیریکله، این مسائل به صورت زیر می

tt xx

t

u c u h(x, t) , x L, t
u(x, ) f (x) ,u (x, ) g(x)
u( , t) u(L, t)

2 = + < < >


= =
 = =

o o
o o

o o
  

t xxu c u h(x, t) , x L , t
u(x, ) f (x)
u( , t) u(L, t)

2 = + < < >


=
 = =

o o
o

o o
  

  متفاوت خواهد بود. t) استفاده کنیم ولی تابع وابسته به 9توانی از نکته ( این مسائل می براي تعیین مقادیر و توابع ویژه

nFاگر تابع ویژه مسئله،  (x) باشد در اینصورتn
n

u(x, t) G(t)F (x)
1

∞

=
= دهـیم و بـا حـل     را در معادله موج یا گرما قرار می ∑

  را به دست آوریم. G(t)توانیم  یک معادله دیفرانسیل می

  حالت دوم: مسائل ناهمگن با شرایط مرزي ناهمگن (مستقل از زمان)

tt xx

t

u c u h(x) , x L , t
u(x, ) f (x) ,u (x, ) g(x)
u( , t) A ,u(L, t) B

2 = + < < >


= =
 = =

o o
o o

o
  

t xxu c u h(x) , x L , t
u(x, ) f (x)
u( , t) A ,u(L, t) B

2 = + < < >


=
 = =

o o
o

o
  

,u(xدر این مسائل از تغییر متغیر t) v(x, t) w(x)= ي  کنـیم کـه معادلـه    را چنان تعیـین مـی   w(x)کنیم و  استفاده می+

,v(xمربوط به  t).همگن با شرایط مرزي همگن باشد ،  

tt  اگر تغییر متغیر را در مسئلھ موج قرار دھیم آنگاه tt xx xxu(x, t) v(x, t) w(x) u v , u v w (x)′′= + ⇒ = = +  

tt xxv c v c w (x) h(x)2 2 ′′= + +  

u( , t) A V( , t) A w( )= ⇒ = −o o o  

u(L, t) B v(L, t) B w(L)= ⇒ = −  

,v(xبراي اینکه مسئله همگن با شرایط مرزي همگن براي t) به دست آید باید شرایط زیر برقرار باشد  

 شرایط اولیه:
 شرایط مرزي:

 شرط اولیه:
 شرایط مرزي:

 شرایط اولیه
 شرایط مرزي

 اولیه شرط
 شرایط مرزي
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c w (x) h(x)
w( ) A
w(L) B

2 ′′ + =


=
 =

o
o  

  حالت سوم: مسائل ناهمگن با شرایط مرزي ناهمگن (وابسته به زمان)

  باشند یر میبا فرض شرایط مرزي دیریکله این مسائل به صورت ز

tt xx

t

u c u h(x, t) , x L , t
u(x, ) f (x) ,u (x, ) g(x)
u( , t) A (t), u(L, t) B(t)

2 = + < < >


= =
 = =

o o
o o

o
  

t xxu c u h(x, t) , x L , t
u(x, ) f (x)
u( , t) A (t), u(L, t) B(t)

2 = + < < >


=
 = =

o o
o

o
  

,u(xدر این مسائل از تغییر متغیر t) v(x, t) w(x, t)= ,w(xکنیم و  استفاده می + t) کنیم کـه شـرایط    را طوري تعیین می

,v(xمرزي t) به حالت اول، همگن گردند و سپس مشاv(x, t) آوریم. را به دست می  

uاگر تغییر متغیر v w=   را در معادله گرما قرار دهیم آنگاه +

t t t xx xx xxu v w , u v w= + = +  

t t xx xxv w c v c w h(x, t)2 2+ = + +  

u( , t) A(t) v( , t) A(t) w( , t)= ⇒ = −o o o  

u(L, t) B(t) v(L, t) B(t) w(L, t)= ⇒ = −  

,v(xینکه شرایط مرزي تابعبراي ا t)    همگـن باشـد بایـدw( , t) A(t)=o وw(L, t) B(t)=    ًگـردد. معمـولاw(x, t)   را بـه

  گیریم صورت معادله خط در نظر می

  در اینصورت

B(t) A(t)w(x, t) x A(t)
L
−

= +  

xxwبراي تابع فوق،  = o .است  

u(x, ) f (x) v(x, ) f (x) w(x, )= ⇒ = −o o o  

t xx tv c v h(x, t) w , x L , t
v(x, ) f (x) w(x, )
v( , t) v(L, t)

2 = + − < < >


= −
 = =

o o
o o

o o
  

,v(xاشد بنابراین مشابه حالت اول،ب مسئله فوق ناهمگن با شرایط مرزي همگن می t) آوریـم و  را به دست مـیu(x, t)   بـه

 شرایط اولیه
 شرایط مرزي

 مرزي شرایط
 اولیه شرط

 شرایط مرزي
 شرط اولیه
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  شود صورت زیر تعیین می

B(t) A(t)u(x, t) v(x, t) x A(t)
L
−

= + +  

  : براي حل معادله ناهمگن حرارت با شرایط26مثال 

u uc q(x, t) , u( , t) u(L, t)
t x

2
2

2
∂ ∂

= + = =
∂ ∂

o o  

nو بــا فــرض 
n

nu(x, t) A (t)sin x
L1

∞

=

π
= nAکــه در آن ∑ (t) از معادلــه دیفرانســیلn n n

nA (t) c ( ) A (t) B (t)
L

2 2π′ + بدســت =

nBآید، مقدار می (t)  80کدام است؟ (برق ـ(  

  1 (L nq(x, t) sin xdx
L
π

∫o  2(L nq(x, t)sin xdx
L L
2 π

∫o   3 (L nq(x, t) sin xdx
L L
1 π

∫o  4 (L

L

nq(x, t)sin xdx
L L
2

−

π
∫  

  2پاسخ: گزینه 

,u(xباشد و کافی است  مسئله حرارت از نوع ناهمگن با شرایط مرزي همگن می t) .را در معادله دیفرانسیل قرار دهیم  

t n xx n
n n

n n nu A (t)sin x , u ( ) A (t) sin x
L L L

2

1 1

∞ ∞

= =

π π π′= = −∑ ∑  

n
n

n n(A (t) c ( ) A(t))sin( x) q(x, t)
L L

2 2

1

∞

=

π π′ + =∑  

L
n

n nA (t) c ( ) A(t) q(x, t)sin( x)dx
L L L

2 2 2π π′ + = ∫o
  

L
n

nB (t) q(x, t)sin( x)dx
L L
2 π

= ∫o
  

  : معادل دیفرانسیل جزئی را در نظر بگیرید27مثال 

xx tt

t

u u t , x , t
u( , t) t , u( , t) t
u(x, ) x,u (x, )

1
2 1

2

− = ≤ ≤ ≥
 = =
 = =

o o
o

o o
  

,u(xبا جانشینی t) v(x, t) A(t)x B(t)= +   شود. معادله به فرم زیر تبدیل می +

xx tt

t

v v t , ( x , t )
v( , t) v( , t)
v(x, ) F (x) , v (x, ) F (x)1 2

1
1

− = ≤ ≤ ≥
 = =
 = =

o o
o o

o o
  

Fدر اینصورت مقادیر  ,F ,B,A2   )80کدامند؟ (مکانیک ـ 1

  1(A B t,F , F x1 22= = = =    2(F F x,A t,B t1 2 2= = = − =  

   3(F x , F x, A , B t1 2 2 1= = = =  4(F t , F x , A t, B t1 2 2= − = = − − =  

http://www.SANJESH.IR


 ریاضیات مهندسی
 

WWW.SANJESH.IR    
 

«350» 

  2پاسخ: گزینه 

  معادله موج از نوع ناهمگن با شرایط مرزي ناهمگن (وابسته به زمان) است.

u( , t) t v( , t) B(t) t B(t) t2 2 2= ⇒ + = ⇒ =o o  

u( , t) t v( , t) A(t) B(t) t A(t) t1 1= ⇒ + + = ⇒ = −  

u(x, t) v(x, t) tx t2= − +  

u(x, ) x v(x, ) x F (x) x1= ⇒ = ⇒ =o o  

t t tu (x, ) v (x, ) x v (x, ) x F (x) x22 2 2= ⇒ − + = ⇒ = ⇒ =o o o  

هدانیم که جـواب مسـئل   : می28مثال 
t xxu u , x L, t

u( , t) u(L, t) t
u(x, ) (x) , x L

− = ≤ ≤ >
 = = ≥
 = φ ≤ ≤

o o o
o o o

o o
مفـروض بـه شـکل     φ(x)بـه ازاي تـابع   

k( ) t
L

k
k

kb e sin x
L

2

1

π∞ −

=

π∑ باشد که در آن ضرایب ثابت  میkb ضرایب سینوس فوریهφ  هستند در اینصورت جواب

  مسئله

t xxu u sin( x) , x L , t
L

u( , t) b ,u(L, t) a
a bu(x, ) b x

L

π − = < < >


= =
 − = +


o o

o

o

  

Lxدر
2

  )74عبارتست از: (برق ـ  =

  1(( ) t
LL a b Lu( , t) b ( ) ( e )

2
2 1

2 2

π
−−

= + + −
π

  

  2(L a bu( , t) b
2 2

−
= +  

  3(
k( ) t
L

L a b ku( , t) b e sin( x)
L

2

2 2

π
−− π

= + + ∑  

   4(
2( ) t2 LL Lu( , t) ( ) (1 e )

2

π
−

= −
π

  

  1پاسخ: گزینه 

,u(xزمان) است بنابراین با تغییر متغیر معادله موج دوم، ناهمگن با شرایط مرزي ناهمگن (مستقل از t) v(x, t) w(x)= + 

,v(xبه یک معادله همگن با شرایط مرزي همگن براي  t) رسیم می  
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t xxv v w (x) sin( x) w (x) sin( x)
L L
π π′′ ′′− − = ⇒ = −  

u( , t) b w( ) b , u(L, t) a w(L) a= ⇒ = = ⇒ =o o  

2w (x) sin( x) L a bw(x) ( ) sin( x) x bL
L Lw( ) b, w(L) a

π ′′ = − π − ⇒ = + +
π = = o

  

a b Lu(x, ) v(x, ) w(x) b x v(x, ) ( ) sin( x)
L L

2− π
= + = + ⇒ = −

π
o o o  

,v(xراین مسئله مربوط به بناب t) :به صورت زیر است  

t xxv v
v( , t) v(L, t)

Lv(x, ) ( ) sin( x)
L

2


 − =


= =
 π = −

π

o
o o

o

  

k 2t( )
L

k
k 1

kv(x, t) b e sin( x)
L

π∞ −

=

π
= ∑  

k
k

k Lv(x, ) b sin( x) ( ) sin( x)
L L

2

1

∞

=

π π
= = −

π∑o  

n
Lb ( ) ,b ; n2

1 2= − = ≥
π

o  

2( ) t2 2LL L a bv(x, t) ( ) e sin( x) ( ) sin( x ) x b
L L L

π
− π π −

= − + + +
π π

  

2( ) t2 LL L a bu( , t) ( ) (1 e ) b
2 2

π
− −

= − + +
π

  

  رت در ابعاد بالاتر) معادلات موج و حرا5-12

  باشند در فضاي دو بعدي معادلات موج و گرما به صورت زیر می

tt xx yy

t

u c (u u ) c u

u(x, y, ) f (x, y), u (x, y, ) g(x, y)

2 2 2 = + = ∇
 = =



o o  

)اگر ناحیه مربوط به مسائل فوق را یک مستطیلی y b, x a)≤ ≤ ≤ ≤o o در نظر بگیریم در اینصورت  

mnمقادیر ویژه:
m n( )
a b

2 2
2

2 2λ = π +  

x (mnF) (تابع ویژه بر حسب yب (تابع ویژه بر حس (x, y) =  

  پاسخ معادله موج:

 شرایط اولیه:
 شرایط مرزي
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mn mn mn mn mn
m n

u(x, y, t) (A cos(c t) B sin(c t))F (x, y)= λ + λ∑∑  

  ا:مگر پاسخ معادله

c tmn
mn mn

m n
u(x, y, t) (A e F (x, y)

2− λ= ∑∑  

  کنند. تعیین می y , xمشابه مسائل گرما و موج یک بعدي، شرایط مرزي نوع توابع ویژه را بر حسب 

  دي شرایط مرزي دیریکله به صورت زیر باشنداگر در مسئله موج دو بع

u( , y, t) u(a, y, t) u(x, , t) u(x,b, t)= = = =o o o  

  در اینصورت

mn mn
m n m nF (x, y) sin( x)sin( y), ( )
a b a b

2 2
2

2 2
π π

= λ = π +  

mn mn mn mn
n m

m nu(x, y, t) (A cos(c t) B sin(c t)sin( x)sin( y)
a b1 1

∞ ∞

= =

π π
= λ + λ∑ ∑  

mn
n m

m nu(x, y, ) f (x, y) A sin( x)sin( y) f (x, y)
a b1 1

∞ ∞

= =

π π
= ⇒ =∑ ∑o  

t mn mn
n 1 m 1

m nu (x, y, ) g(x, y) cB sin( x)sin( y) g(x, y)
a b

∞ ∞

= =

π π
= ⇒ λ =∑ ∑o  

a b
mn

m nA f (x, y) sin( x)sin( y)dydx
ab a b
4 π π

= ∫ ∫o o
  

a b
mn

mn

m nB g(x, y)sin( x)sin( y) dydx
a babc

4 π π
=

λ ∫ ∫o o
  

  دله لاپلاس، معادله پواسون) معا5-13

∇u2ي  معادله = o ي  نامیم و معادله را معادله لاپلاس یا معادله پتانسیل میu h2∇   گوییم. را معادله پواسون می =

  باشد: به صورت زیر می ∇u2در مختصات دکارتی، 

xxفضاي دو بعدي: yyu u u2∇ = +  

xxفضاي سه بعدي: yy zzu u u u2∇ = + +  

  باشد:  به صورت زیر می∇u2اي (سه بعدي)،  در مختصات قطبی (دو بعدي) و استوانه

ruقطبی:        (ru ) u
r r r

2
2

1 1
θθ

∂
∇ = +

∂
rrیا ru u u u

r r
2

2
1 1

θθ∇ = + +  

rrاي: استوانه r zzu u u u u
r r

2
2

1 1
θθ∇ = + + +  
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)در مختصات کروي  , , )ρ θ φ ،u2∇ باشد: به صورت زیر می  

cotu u u u u u
sin

2
2 2 2 2

2 1 1
ρρ ρ φφ φ θθ

φ
∇ = + + + +

ρ ρ ρ ρ φ
  

  معادله لاپلاس در مختصات دکارتی دو بعدي:

xx yyu u , x x x , y y y1 1+ = < < < <





o oo

 

  باشد همگن می xحالت اول: شرایط مرزي مربوط به 

ین ی ـ(مشابه معادلات موج و گرما)، جواب معادلـه لاپـلاس بـه صـورت زیـر تع      xن حالت براساس نوع شرایط مرزي در ای

  .شود می

x     :nفاصله محدود براي  n, F (x)λ  

n n n n n
n

u(x, y) (a cosh( y) B sinh( y))F (x)= λ + λ∑  

nλاگر  = o ته به باشد، بخش وابسy بر حسب توابعy   شود. نوشته می1,

,:xمحدود براي  فاصله نامحدود یا نیمه F (x)2
ω ωλ = ω  

u(x, y) (A cosh( y) B sinh( y)F (x)d
∞

ω ω ω= ω + ω ω∫o
  

  همگن باشد yحالت دوم: شرایط مرزي مربوط به 

,yمشابه حالت اول است فقط نقش  x  کنیم. میرا عوض  

yتوانیم به صورت  را می yدر روابط فوق بخش وابسته به  yn n
n nA e B eλ − λ+ یاy yA e B eω −ω

ω ω+       نیـز بیـان کنـیم بـه

  تر است. نامحدود یا نیمه محدود باشد استفاده از توابع نمایی مناسب yویژه اگر فاصله مربوط به 

  توان در نظر گرفت:  همگن باشد آنگاه حالات زیر را در مورد معادله لاپلاس می x: اگر شرایط مرزي مربوط به 12نکته 

y: اگر 1حالت  b , x a≤ ≤ ≤ ≤o o و شرایط مرزي به صورت زیر باشد  

u( , y) u(a, y) ,u(x, ) g (x) ,u(x,b) g (x)1 2= = = =o o o  

  آنگاه

n n
n n( ) , F (x) sin( x) , n , ,
a a

2 1 2π π
λ = = = K  

n n
n

n n nu(x, y) (A cosh( y) B sinh( y))sin( x)
a a a1

∞

=

π π π
= +∑  

  xشرایط مرزي مربوط به 
 yشرایط مرزي مربوط به 
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y: اگر 2حالت  b, x a≤ ≤ ≤ ≤o o و شرایط مرزي به صورت زیر باشد  

x xu ( , y) u (a, y)= =o o  

u(x, ) g (x) , u(x,b) g (x)1 2= =o  

  آنگاه 

, F (x) , y1λ = =o oo  

n n
n n( ) , F (x) cos( x), n , ,
a a

2 1 2π π
λ = = = K  

n n
n

n n nu(x, y) (A cosh( y) B sinh( y)) cos( x) A B y
a a a1

∞

=

π π π
= + + +∑ o o  

y: اگر3حالت  b, x a≤ ≤ ≤ ≤o o و شرایط مرزي به صورت زیر باشد  

xu( , y) u (a, y) , u(x, ) g (x) ,u(x,b) g (x)1 2= = = =o o o  

  آنگاه 

n n
( n ) ( n )( ) , F (x) sin( x) ,n , ,

a a
22 1 2 1 1 2

2 2
− π − π

λ = = = K  

n n n n n
n

u(x, y) (A cosh( y) B sinh( y)) sin( x)
1

∞

=
= λ + λ λ∑  

y: اگر 4حالت  b, x a≤ ≤ ≤ ≤o o شرایط مرزي به صورت زیر باشد  

xu ( , y) u(a, y) , u(x, ) g (x), u(x, b) g (x)1 2= = = =o o o  

  آنگاه

n n
( n ) ( n )( ) , F (x) cos( x) , n , , ,

a a
22 1 2 1 12

2 2
− π − π

λ = = = o K  

n n n n n
n

u(x, y) (A cosh( y) B sinh( y))cos( x)
1

∞

=
= λ + λ λ∑  

y: اگر 5حالت  b, x≤ ≤ ≤ ≤ ∞o o شرایط مرزي به صورت زیر باشد  

u( , y) , u(x, ) g (x) , u(x,b) g (x)1 2= = =o o o  

  آنگاه

, F (x) sin( x) ,2
ω ωλ = ω = ω ω > o  

u(x, y) (A cosh( y) B sinh( y))sin( x)d
∞

ω ω= ω + ω ω ω∫o  
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y: اگر 6حالت  b, x≤ ≤ ≤ < ∞o o باشدزي به صورت زیر و شرایط به مر  

xu ( , y) , u(x, ) g (x) , u(x,b) g (x)1 2= = =o o o  

gآنگاه اگر  (x) ,g (x)2 ,u(xهر دو مقادیر ثابتی باشند،  1 y) Ay B=   و در غیر اینصورت +

, F (x) cos( x) ,2
ω ωλ = ω = ω ω ≥ o  

u(x, y) (A cosh( y) B sinh( y))cos( x)d
∞

ω ω= ω + ω ω ω∫o
  

ــت  ــر 7حالـ y: اگـ , x< < ∞ < < ∞o o   ــو ــه صـ ــرزي بـ ــرایط مـ )uرت و شـ , y) ,u(x, ) g(x)= =o o o   ــاه ــد آنگـ باشـ

yu(x, y) A( )e sin( x)d F (x) sin( x), 2∞ −ω
ω ω= ω ω ω , = ω λ = ω∫o

xuخواهــــــد بــــــود. اگــــــر     ( , y) =o o  باشــــــد

,yu(xآنگاه y) A( )e cos( x)d
∞ −ω= ω ω ω∫o

  باشد. می 

y: اگر 8حالت  , x< < ∞ − ∞ < < ∞o  و شرط مرزيu(x, ) g(x)=o برقرار باشد آنگاه   

, F (x) cos x,sin x2
ω ωλ = ω = ω ω  

yu(x, y) (A cos x Bsin x)e d
∞ −ω= ω + ω ω∫o  

,u(xبه دلیلی کراندار بودن ,u(x، پاسخ∞( y) شامل ،yeω باشد. نمی  

  کنیم.توانیم استفاده  در حالت فوق به جاي توابع هیپربولیک از توابع نمایی نیز می

,yتوانیم تکرار کنیم فقط نقش  همگن باشد حالات فوق را می Yاگر شرایط مرزي مربوط به  x کنیم. را عوض می  

  معادله پواسون در یک ناحیه مستطیلی:

u h(x, y) x a , y b
u( , y) g (y) ,u(a, y) g (y)
u(x, ) h (x) ,u(x,b) h (x)

2

1 2

1 2

∇ = ≤ ≤ ≤ ≤


= =
 = =

o o
o

o
 

,u(xبا استفاده از تغییر متغیر y) v(x, y) w(x, y)=   آوریم. زیر را به دست می ، دو معادله+

v h(x, y) w
v( , y) v(a, y) w( , y) g (y) , w(a, y) g (y)
v(x, ) h (x) , v(x,b) h (x) w(x, ) w(x,b)

2 2

1 2

1 2

 ∇ = ∇ =
 

= = = = 
 = = = = 

o
o o o

o o o
  

  باشد. به صورت زیر می wي مربوط به  پاسخ معادله

n n
n

n n nw(x, y) (A cosh( x) B sinh( x))sin( y)
b b b1

∞

=

π π π
= +∑  

,V ،v(xي مربوط به  براي حل معادله y) گیریم می را به صورت زیر در نظر  

  :xشرایط مرزي مربوط به 
  :yشرایط مرزي مربوط به 
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n
n

nv(x, y) G (y)sin( x)
a1

∞

=

π
= ∑  

Vي ي فوق در معادله با قرار دادن رابطه h(x, y)2∇ nG، یک معادله دیفرانسیل براي = (y) آید که با حل آن،  به دست می

nG (y) شود. حاصل می  

  شود. ي، براساس یک معادله لاپلاس تعیین می: پاسخ حالت پایدار مسائل موج و گرما در فضاي دو بعد13نکته 

tt xx yy t xx yyu c (u u ),u c (u u )2 2= + = +  

tuدر حالت پایدار  = o باشد بنابراین معادله  میxx yyu u+ = o شود. حاصل می  

,T(xو با شرط مرزي نشان داده شده، اول : دماي حالت پایدار و کراندار در ربع 29مثال  y)   :برابر است با  

  

  1(T yT(x, y) T tan
x

1−= −
π
o

o   

  2(T yT(x, y) T tan
x

12 −= −
π

o
o  

  3(T xyT(x, y) T tan
x y

1
2 2

2 2−= −
π −

o
o    

 4(T xyT(x, y) T tan
x y

1
2 2
2−= −

π +
o

o   

  2پاسخ: گزینه 

  روش اول:

)Tشرایط مرزي , y) ,T(x, ) T= = oo o o  ) باشد. ) پاسخ تست می2کنند بنابراین گزینه ( ) صدق می2فقط در گزینه  

  روش دوم:

)T)مربوط است Xشرایط همگن به  , y) T( , y))= = ∞o o  بنابراین  

y yT (Ae Be )sin x d
∞ ω −ω= + ω ω∫o

  

,T(xبا توجه به  )∞ = o  بایدA = o باشد  

yT(x, y) Be sin xd
∞ −ω= ω ω∫o
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T
T(x, ) T Bsin xd B

2 1∞
= ⇒ ω ω = Τ ⇒ =

π ω∫ o
o oo

o  

yT Tsin x sin xT e d L( )
s y

2 2∞ −ωω ω
= ω =

=π ω π ω∫o o
o

  

s

x sin x x s sL(sin x) , L( ) ds tan tan
sx xs x s x

1 1
2 2 2 2 2

∞ − −∞ω π
ω = = = = −

ω+ +∫  

T Ts yT ( tan ) T(x, y) T tan
s yx x

1 12 2
2

− −π
= − ⇒ = −

=π π
o o

o  

,u(x: تابع30مثال  y)    حـل معادلـه لاپـلاسu u
x y

2 2

2 2
∂ ∂

+ =
∂ ∂

o     در کانـال چهـارگوش بـه ابعـادa b×    بـا شـرایط

)xuمرزي , y) u(a, y) ,u(x, ) , u(x,b) v sin( )
a

π
= = = = oo o o o  برابر است با  

  1 (
Sh( y) xaV sin( )

b aSh( )
a

π
π

πo    2(
n

nSh( y)V n xa sin( )
nn aSh( b)
a

1

∞

=

π
π

ππ∑ o  

  3(
n

( n ) ySh
( n ) xaV sin( )

( n ) b aSh
a

1

2 1
2 1

2 1

∞

=

− π 
  − π 

− π 
  

∑o   4(
ySh( ) xaV sin( )
b aSh( )
a

2

2

π
π

πo  

  1پاسخ: گزینه 

)uچون , y) u(a, y) , y b , x a= = ≤ ≤ ≤ ≤o o o o بنابراین  

n n
n

n n nu(x, y) (A cosh( y) B sinh( y))sin( x)
a a a1

∞

=

π π π
= +∑  

n n
n

nu(x, ) A sin( x) A
a1

∞

=

π
= ⇒ = ⇒ =∑o o o o  

n
n

n nu(x, y) B sinh( y)sin( x)
a a1

∞

=

π π
= ∑  

n
n

n n nu(x, b) v sin( ) B sinh( b)sin( x) v sin( x)
a a a a1

∞

=

π π π π
= ⇒ =∑o o  

n
VbB Sh( ) V B , B ; n

ba Sh( )
a

1 1
π

= ⇒ = = ≥
π
o

o o o  

ySh( )
au(x, y) v sin( x)
b aSh( )

a

π
π

=
πo  
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  معادله لاپلاس در مختصات قطبی:

rr ru u u , r r r ,
r r 1 12
1 1

θθ
 + + = ≤ ≤ θ ≤ θ ≤ θ






o oo

 

π−محـدود اسـت (حـداکثر    θاشند بنابراین چـون تغییـرات  ، همگن بθکنیم شرایط مرزي مربوط به فرض می ≤ θ ≤ π ،(

  پاسخ به صورت سري خواهد بود.

  باشد با روش جداسازي متغیرها، فرم کلی پاسخ به صورت زیر می

n n
n n

n 1
u(r, ) A B Lnr (A cos( ) Bsin( ))(cr Dr )

∞
λ − λ

=
θ = + + λ θ + λ θ +∑o o  

)اسـت  r1: ناحیه داخـل یـک دایـره کامـل بـا شـعاع      1حالت  , r r )1−π ≤ θ ≤ π ≤ ≤o      و شـرایط مـرزي مربـوط بـهθ   بـه

,u(rصورت ) u(r , )π = − πیاu (r, ) u (r , )θ θπ = − π  باشد در اینصورت می  

n n , n , , ,2 12λ = = λ =oK o  

Bشرط کراندار بودن پاسخ در D : r= = =o o o  

n
n n

n
u A (A cos(n ) B sin(n ))r

1

∞

=
= + θ + θ∑o  

nضرایب nB ,A ,Ao  با شرط مرزي مربوط به(u(r , ) g( ))r1 θ = θشوند. ، تعیین می  

): ناحیه خارج یک دایره کامل است 2حالت  , r r )1−π ≤ θ ≤ π ≤ < ) 1شـابه حالـت (  م θو شـرایط مـرزي مربـوط بـه      ∞

  باشد در اینصورت می

n n , n , , ,2 1 2λ = = λ =oK o  

Bشرط کراندار بودن پاسخ در  C : r= = = ∞o o  

n
n n

n
u(r, ) A (A cos(n ) B sin(n ))r

1

∞
−

=
θ = + θ + θ∑o  

): ناحیه بین دو دایره کامل اسـت  3حالت  , r r r )1 2−π ≤ θ ≤ π ≤ باشـد در   قبـل مـی   مشـابه حالـت   θو شـرایط مـرزي   ≥

  اینصورت

n n , n , , ,2 12λ = = λ =oK o  

( ) n n
n n n n

n 1
u r, A B Lnr (A cos(n ) B sin(n ))(C r C r )

∞
−

=
θ = + + θ + θ +∑o o  

 rشرایط مرزي مربوط به 

  θشرایط مرزي مربوط به 
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1: ناحیه داخل قطاع است4حالت  1( , r r )≤ θ ≤ θ ≤ ≤o o  و شرایط مرزيθ،u(r, ) u(r, )1= θ =o o باشد در اینصورت  می  

n
n( ) , n , , ,2

1
1 2π

λ = = λ =
θ oK o  

A A , B D= = = =o oo o  

n
n n

n
u(r, ) B r sin( )

1

∞
λ

=
θ = λ θ∑  

)nsinرا به صورت شرایط دیریکله در نظر گرفتیم که تابع ویژه θدر این حالت شرایط مرزي  )λ θ    حاصل شد. بـا عـوض

  کند. تابع ویژه تغییر می ،وج و گرما(مشابه مسائل م θکردن شرایط مرزي 

uبه عنوان مثال با شرایط  (r, ) u (r, )1θ θ= θ =o oتابع ویژه ،ncos( )λ θشود.  حاصل می  

): ناحیه خارج قطاع است5حالت  , r r )1 1≤ θ ≤ θ ≤ ≤ ∞o و شرایط مرزيθ،u(r, ) u(r, )1= θ =o o باشد در اینصورت می  

n
n( ) , n , , ,2

1
1 2π

λ = = λ =
θ oK o  

A A ,B C= = = =o oo o  

n
n n

n
u(r, ) (B r sin( )

1

∞
− λ

=
θ = λ θ∑   

r: ناحیه به صورت 6حالت  r r1 2≤ ≥1و  ≥ θ ≤ θo  و شرایط مرزيθ ،u(r, ) u(r, )1= θ =o o   در این صورت  

n

n n
n n n

n

nA , ( ) , n , ,..., ,A B

u(r, ) (C r D r )sin( )

2

1

1

1 2

∞
λ − λ

=

π
= λ = = λ = = =

θ

θ = + λ θ∑

o o oo o o
  

u2باشد در اینصورت θ: اگر پاسخ معادله لاپلاس، مستقل از 14نکته 

2
∂

=
∂θ

o ي لاپلاس به صورت زیـر حـل    است و معادله

  شود. می

rrمعادله دیفرانسیل معمولی: ru u u
r
1

θθ = ⇒ + =o o  

rr
r r

r

u c
ln u ln r ln c u

u r r
1

1
1

= − ⇒ = − + ⇒ =  

uمعادله لاپلاس: بجوا c Lnr c1 2= +  
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اي به شعاع واحد که وجوه آن عایق شده است پس از تفکیک  : معادله توزیع دما در یک صفحه دایره31مثال 

  متغیرها به صورت زیر است

u( , ) (A cos B sin B )1 1 2 2
λ −λ

λ
ρ φ = λφ + λφ)(Α ρ + ρ∑  

  )75ات زیر صحیح است؟ (مکانیک ـ با توجه به شکل مسئله کدامیک از عبار

  1 (B , , , ,2 1 4= λ =o o K  2(A , , , ,2 1 2= λ =o o K   3(B , , , ,2 1 2= λ =o o K   4(A , , , ,2 2 4= λ =o o K   

  3پاسخ: گزینه 

n n , n , , ,2 12λ = = o K  

  ) داریم:1براساس حالت (

n n , n , , ,1 2λ = λ = = o K  

B2 = o  

و  1هاي قاعـده   : هرگاه پتانسیل الکترواستاتیکی موجود در روي بدنه دو استوانه هم محور و به شعاع32مثال 

e  ولت باشند و معادله لاپلاس در مختصات قطبی به صـورت   220و  110به ترتیب برابرu u u
r rr r

2 2

2 2 2
1 1∂ ∂ ∂

+ + =
∂∂ ∂θ

o 

  استوانه برابر است با:   باشد، آنگاه پتانسیل موجود بین دو

  1 (r100 220+  2 ((Lnr )110 1+  3(Lnr110 220+   4 ((r e )
e
110 2

1
+ −

−
  

  2پاسخ: گزینه 

وابستگی نـدارد و بنـابر نکتـه     θبه  uبا توجه به اینکه پتانسیل روي سطح هر استوانه ثابت است بنابرین بین دو استوانه 

)14:(  

u C Lnr C1 2= +  

r u C21 110= ⇒ = =  

r e u C C C1 2 1220 110= ⇒ = + = ⇒ =  

u (Lnr )110 1= +  
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اع واحد هاي بالایی و پایینی یک دایره به مرکز مبدا و شع دایره : پتانسیل الکترواستاتیک بر روي نیم33مثال 

ــر    ــب براب ــه ترتی 1,ب o         :ــا ــد ب ــر باش ــره براب ــی دای ــاط درون ــیل در نق ــدار پتانس ــر مق ــت، اگ اس

n
n n

n
u(r, ) r (A cos n B sin n ) , ( r , )1 2

∞

=
θ = θ + θ ≤ ≤ ≤ θ ≤ π∑

o
o o  :آنگاه  

  1(
n

n

n

A

( )B
n

1 1

=

 − −

= −
π

o
nبه ازاي هر   > o   2 (

n
n

n

A

( )B
n

1

1 1

=

 − −

=
π

nبه ازاي هر   > o  

  3(
n

n

n

A

( )B
n2 2
1 1

=

 − −

= −
π

o
nبه ازاي هر   > o  4 (

n
n

n

A

( )B
n2 2

1

1 1

=

 − −

=
π

nبه ازاي هر   > o  

n   ١ پاسخ: گزینھ n
n

,
u( , ) (A cos n B sin n )

,
1

1 2

∞

=

< θ < π
θ = θ + θ =  π < θ < π

∑
o

o o   

nA u( , )cos n d cos n d
2 21 11

π π

π
= θ θ θ = θ θ =

π π∫ ∫o
o  

n

n
( )B u( , )sin n d sin n d

n
2 21 1 1 11

π π

π

− −
= θ θ θ = θ θ =

π π π∫ ∫o
  

  معادله لاپلاس در مختصات کروي:

)در مختصـــــات کـــــروي , , ) ( , , )2ρ ≥ ≤ θ ≤ π ≤ φ ≤ π ρ θ φo o o معادلـــــه لاپـــــلاس (پتانســـــیل) بـــــه صـــــورت 

( u ) (sin u ) u
sin sin

2
2 2 2 2
1 1 1

ρ φ θθ
∂ ∂

ρ + φ + =
∂ρ ∂φρ ρ φ ρ φ

o و یا به صورتcotu u u u u
sin2 2 2 2

2 1 1
ρρ ρ φφ φ θθ

φ
+ + + + =

ρ ρ ρ ρ φ
o 

  باشد. می

,u(R صورت رزي بهباشد و شرط م θمستقل از  uکنیم  فرض می , ) f ( )θ φ = φ  صادق باشد در اینصورتuθθ = o   بـوده و

  معادله لاپلاس (پتانسیل) به صورت زیر خواهد بود:

u u u cot u2 2ρρ ρ φφ φρ + ρ + + φ = o  

)uکنیم با جایگذاري از روش جداسازي متغیرها استفاده می , ) G( )H( )ρ φ = ρ φ رسیم: له فوق، به معادلات زیر میدر معاد  

d H dH( w ) w n(n )H , w cos
dwdw

2
2

21 2 1− − + + = = φo  

nPمعادله فوق، معادله لژاندر است و  (cos )φ باشد که  جواب معادله میnP اي لژاندر است. چند جمله  

d G dG n(n )G
dd

2
2

2 2 1ρ + ρ − + =
ρρ

o  

n)معادله فوق، معادله کوشی است و ) n,1− +ρ ρ کنند. در معادله صدق می  
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  وابستگی نداشته باشد به صورت زیر است. θبه  u: پاسخ معادله لاپلاس (پتانسیل) با فرض اینکه 15نکته 

n (n )
n n n

n
u( , ) (A B )P (cos )1

∞
− +

=
ρ φ = ρ + ρ φ∑

o
  

)الف) اگر پاسخ معادله لاپلاس در داخل کره  R)ρ ρموردنظر باشد آنگاه براي کراندار بودن پاسخ در ≥ = o  بایدnB = o ،

  بنابراین

n
n n

n
u( , ) A p (cos ) , R

∞

=
ρ φ = ρ φ ρ ≤∑

o
  

,u(Rاگر شرط مرزي ) f ( )φ = φبرقرار باشد آنگاه  

n
n n

n
A R P (cos ) f ( )

∞

=
φ = φ∑

o
  

n
n n

nA R f ( )P (cos )sin d2 1
2

π+
= φ φ φ φ∫o  

n nn
nA f ( )P (cos )sin d n , , ,
R

2 1 1 2
2

π+
= φ φ φ φ , =∫o o K  

)ب) اگر پاسخ معادله لاپلاس در خارج کره  R)ρ ρمورد نظر باشد آنگـاه بـراي کرانـدار بـودن پاسـخ در       ≤ → بایـد   ∞

nA = o بنابراین ،  

(n )
n n

n
u( , ) B p (cos ) , R1

∞
− +

=
ρ φ = ρ φ ρ ≥∑

o
   

,u(Rمرزي با شرط  ) f ( )φ = φ  :آنگاه  

(n )
n n

n
B R p (cos ) f ( )1

∞
− +

=
φ = φ∑

o
   

n
n n

nB R f ( )p (cos )sin d , n , , ,...12 1 0 12
2

π++
= φ φ φ φ =∫o   

  کنیم. ها اشاره می ) به آن16اي لژاندار استفاده کردیم که در نکته ( هاي چند جمله ) از ویژگی15در نکته (

  : 16نکته 

]هاي لژاندار در بازه اي الف) چند جمله   متعامدند بنابراین −11,[

n m

, n m
P (x)P (x)dx

, n m
n

1

1 2
2 1

−

≠
= 

= +
∫

o
  

xبا جایگذاري cos= φ آید. ي زیر به دست می نتیجه  
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n m

, n m
P (cos )P (cos )sin d

, n m
n
2

2 1

π
≠

φ φ φ φ = 
= +

∫o
o

  

  کنیم ي زیر استفاده می هاي لژاندار از رابطه اي  ب) براي محاسبه چند جمله
n n

n n n

d (x )
P (x) , n , , ,

n! dx

2 11 1 2
2

 − = = o K  

P (x) , P (x) x ,P (x) ( x ) ,P (x)2
1 2 3

11 3 1
2

= = = − =o  

,r)دانیم که پاسخ معادله لاپلاس (پتانسیل) در هر نقطه : می34مثال  , )θ φ     داخل یک کـره (در حالـت تقـارن

  ) در مختصات کروي به صورت زیر استφنسبت به

n
n n

n
u(r, ) A r P (cos )

=
θ = θ∑

o
  

nPکــه  (cos )θ  توابــع لژانــدار هســتند. اگــر پتانســیل روي ســطح کــره یکــه (کــره بــه شــعاع واحــد) بــا

)uعبارت , ) cos21 1 2
2
θ

θ = ,u(rبیان شود،  + )θ   داخل کره عبارت است از  

  1 (r cos2 + θ  2 (r cos1 2+ θ  3 (r cos2 211
2 2

θ
+  4 (r cos22 + θ  

  1پاسخ: گزینه 

θ,استفاده شده است و جاي rاز  ρدر این تست به جاي  φ .نیز عوض شده است  

u( , ) cos cos21 1 2 2
2
θ

θ = + = + θ  

n n
n

u( , ) A P (cos ) cos1 2
∞

=
θ = θ = + θ∑

o
  

1 1 1 1

n

A P (cos ) A P (cos ) A A cos cos 2 ,A 1
A ; n 2

θ + θ = + θ = 2 + θ ⇒ Α = =
= ≥

o o o o

o
  

n
n n

n
u(r, ) A r P (cos ) A P (cos ) A rP (cos )1 1

∞

=
θ = θ = θ + θ∑ o o

o
  

u(r, ) r cos2θ = + θ  
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Vبا عبارت  aاي به شعاع  : پتانسیل الکتریکی در سطح کره35مثال  ( cos )1− θo  شـود کـه در آن   داده مـیVo 

 rباشد. پتانسیل الکتریکی در نقاط خارج کره به فاصـله   می Zقطه با محور زاویه شعاع در هر ن θثابت بوده و 

  از مرکز عبارت است از  

  1 (av ( cos )
r

1− θo  2 (av ( cos )
r

2

21− θo  3 (av ( cos )
r

− θo  4(a av ( cos )
r r

1− θo   

  4پاسخ: گزینه 

rρدري این تست نیز  → ،φ → θ باشد ) پتانسیل در خارج کره به صورت زیر می15( هاند براساس نکت تبدیل شده  

(n ) (n )
n n n n

n n
u(r, ) B r P (cos ), u(a, ) B a P (cos ) v ( cos )1 1 1

∞ ∞
− + − +

= =
θ = θ θ = θ = − θ∑ ∑ o

o o
  

n
B B

cos v v cos B av ,B a v ,B ,n u(r, ) B r B r cos
a a

2 1 21
1 12 2 − −+ θ = − θ ⇒ = = − = ≥ ⇒ θ = + θo

o o o o o oo   

V a au(r, ) ( cos )
r r

1θ = − θo  
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  با مشتقات جزئی) تبدیلات لاپلاس و فوریه در حل معادلات دیفرانسیل 5-14

  تبدیل لاپلاس:  

,u(xاگر t)  پاسخ یک معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی باشد آنگاه از تبدیل لاپلاس براساس خواص زیر، در حل معادله

  توانیم استفاده کنیم. می

U(x,s) L(u(x, t))=   

x x xx xxL(u (x, t)) U (x,s) , L(u (x, t)) U (x,s)= =  

tL(u (x, t)) SU(x,s) u(x, )= − o  

tt tL(u (x, t)) S U(x,s) Su(x, ) u (x, )2= − −o o  

L(u( , t)) U( ,s)=o o  

  تبدیل فوریه:

  توانیم استفاده کنیم. به صورت زیر در حل معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی، می xاز تبدیل فوریه نسبت به 

i xU( , t) F(u(x, t)) u(x, t)e dx
∞ − ω
−∞

ω = = ∫  

t t tt ttF(u (x, t)) U ( , t), F(u (x, t)) U ( , t)= ω = ω  

xF(u (x, t)) i U( , t)= ω ω  
2

xxF(u (x, t)) U( , t)= −ω ω   

F(u(x, )) U( , )= ωo o  

  تبدیل فوریه سینوسی و کسینوسی:

SF (u(x, t)) u(x, t)sin xdx
∞

= ω∫o  

CF (u(x, t)) u(x, t) cos xdx
∞

= ω∫o
  

S t sF (u (x, t)) (F (u(x, t)))
t

∂
=

∂
  

C t CF (u (x, t)) (F (u(x, t)))
t

∂
=

∂
  

S tt sF (u (x, t)) (F (u(x, t)))
t

2

2
∂

=
∂
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C tt CF (u (x, t)) (F (u(x, t)))
t

2

2
∂

=
∂

  

S x CF (u (x, t)) F (u(x, t))= −ω  

C x SF (u (x, t)) F (u(x, t)) u( , t)= ω − o  

S xx SF (u (x, t)) F (u(x, t)) u( , t)2= −ω + ω o  

C xx C xF (u (x, t)) F (u(x, t)) u ( , t)2= −ω − o  

f: اگر تبدیل فوریه تابع36مثال  (x, y)  نسبت بهx       به صورت زیر تعریف شـود آنگـاه تبـدیل فوریـه جـواب

  )80زیر کدام است؟ (برق ـ  کراندار مسئله مقدار مرزي

i xf ( y f (x, y)e dx
∞ ω
−∞

ω, ) = ∫  

u uu ( x , y a)
x y

2 2
2

2 2
∂ ∂

∇ = + = −∞ < < ∞ < <
∂ ∂

o o  

, x b
u(x, ) , u(x,a)

, x b

1 <= = 
>

o o
o

  

  1 (sin b sinh y
sinh a

ω ω
ω ω

  2(sin b sinh y
sinh a

2 ω ω
ω ω

   3 (sinh b sinh y
sinh a

ω ω
ω ω

  4 (sinh b sinh y
sinh a

2 ω ω
ω ω

  

  2پاسخ: گزینه 

xxF(u ) U( , y)2= −ω ω  

yy yyF(u ) U , y)= (ω  

b i x
b

F(u(x, )) ,F(u(x,a)) U( ,a) e dx sin( b)2ω
−

= = ω = = ω
ω∫o o  

yyU (x, y) U( , y)

U( , ) , U( , a) sin( b)

2

2

 − ω ω =



ω = ω = ω
ω

o

o o
  

r r U( , y) A cosh( y) Bsinh( y)2 2− ω = ⇒ = ±ω ⇒ ω = ω + ωo  

U( , ) A U( , y) Bsinh( y)ω = ⇒ = ⇒ ω = ωo o o  
sin( b)U( ,a) sin( b) B
sinh( a)

2 2 ω
ω = ω ⇒ =

ω ω ω
  

sin( b)U( , y) sinh( y)
sinh( a)

2 ω
ω = ω

ω ω
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  زیر را تعیین کنید.: تبدیل لاپلاس پاسخ مسئله گرماي 37مثال 

t xxu a u , x , t2= > >o o  

u(x, ) A , x= >o o  

B , t t
u( , t)

, t t
< <

=  >

o

o

o
o

o
  

  پاسخ: 

U(x,s) L(u(x, t))=  

t xxL(u ) L(a u )2=  

tL(u ) sU(x,s) u(x, ) sU(x,s) A= − = −o  

xx xxL(u ) U (x,s)=  

xxsU(x,s) A a U (x,s)2− =  

xx
S AU U
a a2 2− = −  

s sr r
aa

2
2− = ⇒ = ±o  

s sx x
a a AU(x,s) c e c e

s1 2

−

= + +  

,u(xبا فرض کراندار بودن t) ،U(x,s)  باید به ازايs →   ، کراندار باشد بنابراین∞

s x
a AC U(x,s) C e

s1 2
−

= ⇒ = +o  

StB , t t B Bu( , t) U( ,s) e
S S, t

−< <
= ⇒ = −

>
o o

o
o o

o o
  

StStA B B B A BU( ,S) C e C e
S S S S S2 2

−− −
= + = − ⇒ = − ooo  

S xSt aB A B AU(x,S) e e
S S S

−−− = − +  
o  
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   ) تست5-15

اي) ـ در حل مسـئله مقـدار اولیـه ـ مـرزي (کرانـه      1
t xx

x

u u , x L , t
u(x, ) (x) , x L
u ( , t) , u(L, t) , t

− = < < >
 = φ ≤ ≤
 = = ≥

o o o
o o

o o o o
اي  تـابع مفـروض و تکـه   

  ، نسبت به کدام پایه متعامد باید بسط داده شود؟  φ(x)هموار

  1(x x x n xcos ,cos ,cos , ,cos ,
L L L L

2 3
2 2 2 2
π π π πK K   

  2(x x ( K ) xcos ,cos , ,cos ,
L L L

3 2 1
2 2 2
π π − πK K  

  3(x x ( K ) xsin ,sin , ,sin ,
L L L

3 2 1
2 2 2
π π − πK K  

  4(x x x n xcos ,cos ,cos , , cos ,
L L L L

2 3π π π πK K  

,u(xتغییــر متغیــر  ψ(x)ـــ بــه ازاي چــه تــابع 2 t) w(x, t) (x)= + ψ مســئله ،t xxu u sin x4= ، بــا شــرایط +

xu(x, ) f (x) , u( , t) , u ( , t)1 1= = = −o o o اي همگن با شرایط مرزي همگن بر حسب را به معادله w    تبـدیل خواهـد

  کرد؟

  1((x) sin x x1 5 1
4 4

ψ = − +     2((x) cos x x1 3 1
4 4

ψ = − − +  

   3((x) sin x x1 3 1
4 4

ψ = − − +   4((x) cos x x1 5 1
4 4

ψ = − +   

ــور    3 ــالاي مح ــفحه ب ــیم ص ــلاس در ن ــه لاپ ــخ معادل ــر پاس ــ اگ ــور   xـ ــرزي روي مح ــرایط م ــا ش : xب

, x
u(x, )

u , x

1

1

 >= 
< o

o
o  با راu(x, y) نمایش دهیم، آنگاه مقدارu( , )1o   کدام است؟  

  1 (o  2 (u
2
o  3(u

4
o   4 (u3

4
o  

}ـ با فرض4 }L u(x, t) U(x,s)= ،تبدیل لاپلاس معادلهu u u xt
x t

∂ ∂
+ + =

∂ ∂
,u(xبا شرط  ) =o o   :عبارت است از  

  1(U xSU
t s2

∂
+ =

∂
   2(U x(s )U

t t21∂
− + =

∂
   3 (U x(s )U

x s21∂
− + =

∂
  4 (U x(s )U

x s21∂
+ + =

∂
  

 (ثابت)
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uـ معادله یک بعدي حرارت به صورت5 ux , t ,
t x

2

21 4∂ ∂
< < > =

∂ ∂
o o     را با شرایط مرزي و اولیـه زیـر در نظـر

  گیریم: می

u( , t) , u( , t) , u(x, ) x 11 1
2

= = = −o o o  

t)در این صورت پاسخ حالت پایدار  )→   کدام است؟ ∞

  1 (1
2

  2 (x1−  3(x( x)1−   4 (x 1
2

−  

  اي (یا مرزي) ـ جواب مسئله مقدار کرانه6

rr ru u u , r e ,
r r2
1 1 1 2θθ+ + = < < ≤ θ ≤ πo o  

)uبا فرض  , ) c , u(e, ) c (c R)1 1 11 2θ = θ = بـا   eو  1هـاي   کدام است؟ (پتانسیل بین دو استوانه هم محور به شعاع ∋

  اي داده شده است ) شرایط کرانه

  1 (u c Lnr c1 1= +  2 (c eu
e e

1 2
1 1

−
= +

− −
 

  3 (u c ( e)Lnr c r2
1 12= − +  4 (( e)c ( e )u r c

e e e e

2
21

12 2
2 2− −

= +
− −

  

xاي میله مـ معادله دیفرانسیل حاکم برد7 L< <o  به صورتt xxu c u2= اي (مـرزي) میلـه بـه     . شرایط کرانه

,u(Lصورت  t) b ,u( , t) a= =o   بوده است. مدت طولانی از لحظه اولیه گذشته به طوري که دماي نقاط میلـه بـه

 ـ میلـه در   فحالت پایدار (پایا) در آمده است (بدنه میله با عایق حرارتی پوشش داده شده) دماي نقاط مختل

  حال حاضر کدام است؟

  1(a bu
2
+

=   2(xu (b a) a
L

= − +   3 (b au x ( L)x a
L

2 −
= + − +  4 (

La , x
u

Lb , , x L

2

2

 < <= 
 <


o
  

ــ 8 ــلاس   uـ ــه لاپ ــواب معادل rrج ru u u
r r2
1 1

θθ+ + = o  ــه aدرون حلق r b≤ ≥2و  ≥ θ ≤ πo   ــات ــا اطلاع ب

,u(bمرزي ) k ,u(a, ) k2 1θ = θ =    

,تابعی از ) 3  است rتابعی از ) 2  است θتابعی از ) 1   rθ تابعی ثابت است) 4  است  
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rrـــ جــواب معادلــه لاپــلاس   9 ru u u
r r2
1 1

θθ+ + = o در قطــاعr a ,≤ ≤ α ≤ θ ≤ βo    بــا شــرایط مــرزي

u(r, ) u(r, ) , u(a, ) f ( )α = β = θ = θo   کدام است؟  

  1 (u g(r)=  2 (u g( )= θ  3 (u g(r, )= θ  4 (u g( ) h(r)= θ +  

,u(xـ توزیع مکانی ـ زمانی درجه حرارت 10 t) اي به طول  در میلهπ   که دو طرف آن در مخلوط آب و یخ قـرار

,u(xع حرارتی، توزیع دماي اولیه گرفته و منب ) f (x) sin x= =o   را از خود بجا گذاشته و در معادلـهt xxu u− = o 

  کند، کدام است؟   صدق می

  1 (sin x cos t  2 (tsin xe−π  3(tsin xe−   4 (
t

sin xe
−

π  

کنـد (در   اي با شرایط مرزي داده شده در معادلـه زیـر صـدق مـی     ـ پتانسیل الکتریکی در داخل ربع دایره11

,مختصات قطبی rφ:(  

u u(r )
r r r r

2

2 2
1 1∂ ∂ ∂

+ =
∂ ∂ ∂φ

o  

,u(rعبارت پتانسیل،  )φ   کدام است؟  

  

u(r, )
2
π

= o  

       

  1(r sin2 2φ   2 (r sin
2

2
2

φ  3(r sin
2

φ   4(r sin
2

2
4

φ   

g(t) ،tـ فرض کنیـد 12 ≥ o     تـابع مفـروض و داراي تبـدیل لاپـلاس ،G(s)  وt xxu u g(t) , t , x
u(x, ) , u( , t)

− = > >


= =

o o
o o o o

اگـر   

U(x,s) گاه  تبدیل لاپلاس جواب کراندار مسئله باشد، آنU(x,s)   :برابر است با  

  1(x sG(s)( e )1 −−     2(x sG(s) A(s)e−+ که در آنA(s) ابع دلخواه استت  

  3 (x sG(s)( e )
s
1 1 −−    4 (x sG(s)A(s)e

s
1 −  

u( , ) sin2 2φ = φ
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)uـ مقدار13 , )1 3

2
  اي) زیر حساب کنید   مرزي (کرانه را در مسئله مقدار اولیه 

)g اي پیوسته) معلوم و با مشتق تکه  

tt xx

t

u u , x , t
xu(x, ) x cos ( ) , x

u (x, ) g(x) , x
u( , t) u( , t)

3

1

1
2

1
1

− = < < >
 π = ≤ ≤

 = ≤ ≤


= =

o o o

o o

o o
o o

  

  1 (1
4 2

1) 3  صفر) 2  −
2

−  4 (1
2 2

  

,T(rـ پاسخ حالات پایدار درجه حرارت، 14 )θدر معادله لاپلاس ،T T(r )
r r r r

2

2 2
1 1∂ ∂ ∂

+ =
∂ ∂ ∂θ

o حـل کنـد.   صدق می 

  مـرزي روي قـوس نـیم دایـره عبارتنـد از:       موردنظر اسـت. شـرایط   aي به شعاع  دایره مسئله در ناحیه نیم

  

  

T(a, ) ,

T(a, ) T ,

4

4

π θ = < θ <


π θ = < θ < π
 o

o o
  

Tو روي قطر داریم
n

∂
=

∂
o دایره،  درجه حرارت در مرکز نیمO :عبارتست از  

  1(o   2 (To  3 (T
2
o  4 (T3

4
o  

خواهیم مسئله انتقال حرارت را در مورد شکل مقابل با استفاده از تبدیل فوریه محدود تحلیل کنـیم،   ـ می15

  کرنل تبدیل مزبور کدام است؟  

  

  1 (nsin( x)
L
π  2 (ncos( x)

L
π  3 (( n ) xsin( )

L
2 1

2
+ π  4 (( n ) xcos( )

L
2 1

2
+ π  
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uـ معادله انتقال حرارت16 uc
t x

2
2

2
∂ ∂

=
∂ ∂

,u(Lاي) اي با شرایط مرزي (یا کرانه در میله  t) T , u( , t) T2= =o oo   (ثابـت)

t(مفروض است. توزیع دماي میله در حالت پایـدار  → ,u(xزمـان)، بـا شـرط اولیـه    ∞ ) T= oo   کـدام اسـت؟ ،  

  

  1 (o  2 (T3
2 o  3 (xT ( )

L
1+o  4(T

x ( )x T
L

2 1+ − +o
o   

b , a (bهـاي   ـ مسئله مقدار مرزي دیریشله در ناحیه بین دو دایره هم مرکز، به شعاع17 a)>  ـ  رایط و بـا ش

  مرزي ثابت

       rr rT T T T , a r b
r r

T(a, ) A,T(b, ) B

2
2

1 1
θθ

∇ = + + = < <

 θ = θ =

o  

,T(rداده شده است. جواب مسئله، )θ کدام است؟ ،  

  1(ab(A B) bB aA
b a r b a

1− −
+

− −
     2(A B Ba Abr

a b a b
− −

+
− −

  

   3 (A B BLna ALnbLnr
Lna Lnb Lna Lnb

− −
+

− −
  4 (n

n

a bA (r a) cos(n ), a r
n

a bB (b r) cos(n ), r b
n

1

1

1
2

1
2

∞

=

∞

=

 +
+ − θ ≤ ≤




+ + − θ ≤ ≤


∑

∑
  

متغیري مسئله معادله حرارت زیر را به یک معادله همگـن بـا شـرایط مـرزي همگـن تبـدیل       ـ چه تغییر 18

  کند؟   می

t xxu u x
u( , t)
u( , t)
u(x, ) f (x)

6
1

1 1

= +
 =


=
 =

o

o

  

  1 (u(x, t) w(x, t) x x3 1= − + +  2 (u(x, t) w(x, t) x x3 2 1= − + −  

  3(w(x, t) u(x, t) x x3 2 1= − + +   4 (w(x, t) u(x, t) x x3 1= − + +  

,u(xـ معادله لاپلاس19 y)2∇ = o را در ربع اول(y , x )≥ ≥o o گیریم: با شرایط مرزي زیر در نظر می  

u( , y) , u(x, ) f (x)= =o o o  

,u(xشکل کلی پاسخ معادله  y)  :عبارت است ازB(K),A(k))  توابعی ازK   (هستند  

  1(kyA(K)e cos(kx)dk
∞ −∫o     2(kyA(K)e sin(ky)dk

∞ −∫o  

   3(kyA(K)e sin(kx)dk
∞ −∫o     4(ky(A(K)cos kx B(k)sin kx) e dk

∞ −+∫o  

)A  وB اند) ثابت 
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ttـ اگر معادله دیفرانسیل20 xx

xu u (t )
a

− = δ ,u(xبه همراه شرایط اولیه − ) =o o وtu (x, ) =o o   ،داده شـده باشـد 

aها) در حالت  آنگاه تبدیل لاپلاس جواب (یا جواب   کدام است؟   ≠1

  1(
x ssx sx aU(x,s) c e c e e

s ( a )1 2 2 2
1

1

−−= + +
−

  

  2(
x ssx sx aU(x,s) c e c e e

s ( )
a

1 2
2

2

1
11

−−= + +
−

  

  3(
x ssx sx aU(x,s) c e c e e

s ( )
a

1 2
2

2

1
11

−= + +
−

  

  4(
x ssx sx aU(x,s) c e c e e

s (a )1 2 2 2
1

1

−−= + +
−

  

ـ اگر 21
tt xx

t

u u , x L, t
u(x, ) f (x),u (x, ) g(x), x L
u( , t) u(L, t)

− = < < >
 = = < <
 = =

o o o
o o o

o o
xي  در بـازه  fبع که در آن تـا   L< <o      بـاز هـیچ جـا صـفر)

  کدام است؟   u(x,L)شود، آنگاه مقدار  نمی

  1(f (x L)+  2(f (x L)2 +   3 (f (x L)2 −  4 (x L

x L
g(s)ds

+

−∫  

,u(xـ اگر 22 y) اي (یا مرزي) زیر در داخل یک مستطیل باشد: مسئله مقدار کرانه  

xx yy

x

u u , x , y

u ( , y) , u( , y) , y
xu(x, ) , u(x, ) cos , x

1

1

1
2


+ = < < π < <


= π = ≤ ≤


 = = ≤ ≤ π


o o o

o o o o

o o o

  

)uآنگاه مقدار  , )1
2 2
π   :برابر است با  

  1 (o  2 (
cosh

1
12
4

  3( 
cosh

1
12 2
4

  4 (
cosh

1
12
4
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,u(xـ پاسخ23 y)   :معادله لاپلاس، در ناحیه مربع زیر و با شرایط مرزي داده شده عبارت است از  

y y

u , x a , y a
u (x, ) u (x, a)

u( , y) u , u(a, y)

2∇ = < < < <


= =
 = = o

o o o
o o

o o

  

  

  1 (xu ( )
a

1−o    2 (sin(a x)u
sin a

−
o  

  3(x yu ( )cos
a a

1 π
−o     4 (

n , ,

nsin (a x)u a cos y
n a1 3

4

=

π
− π

π ∑o

K
  

ـ فرض کنید24
xx yy

x x

u u , x a , y b

u ( , y) u (a, y)
u(x, ) f (x)
u(x, b) g(x)

+ = < < < <


= =


=
 =

o o o

o o
o

  جواب این مسئله کدام است؟   

  1 (n
n

n xG (y)sin
a1

∞

=

π∑  2 (n
n

n xG (y)cos
a

∞

=

π∑
o

  3 (n
n

n yG (x)cos
b

∞

=

π∑
o

  4 (n
n

n yG (x)sin
b1

∞

=

π∑  

a(ثابت) در دماي Lـ ابتداي یک میله به طول 25 > o    نگهداري، و بدنه میله و انتهاي آن را با عـایق حرارتـی

ایم. اگر مدت طولانی از لحظه اولیه سپري شده باشد، آنگاه دماي نقاط میله در حالـت پایـدار برابـر     پوشانده

tرت یک بعدي را است با (معادله دیفرانسیل حرا xxu u− = o   (بگیرید  

a  3(a) 2  صفر) 1   x+   4(a x−   

x)ـ در یک ناحیه نیمه محدود26 )> o  معادله حرارت را به صورتu u , x , t
tc x

2

2 2
1 ∂ ∂

= > >
∂ ∂

o o گیـریم.   در نظر می

,u(xلیه عبارت است از حالت او ) f (x)=o و ناحیه درx = o   ،عایق شده است. پاسخ عمومی معادلـهu(x, t)   بـه

  کدام صورت است؟  

  1(P C tD(P)e sin px dp
2 2∞ −∫o     2(P C tD(P)e cos px dp

2 2∞ −∫o   

  3([ ]P C te A(p)cospx B(p)sin px dp
2 2∞ −

−∞
+∫   4 ([ ]P C te A(p)cospx B(p)sin px dp

2 2∞ − +∫o  

)uo ثابت)    و 
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توانـد    هاي زیر مـی  ـ اگر بخواهیم توزیع پتانسیل را در داخل شکل زیر به دست آوریم. کدام یک از جواب27

  مناسب باشد؟  

  
  1 (n n nA cosh k x sin k y∑    2(n n nA cosh k x cos k y∑  
  3(n n n n n(A cosh k x B sinh k x)cos k y+∑   4 (n n n n n(A cosh k x B sinh k x)sin k y+∑  

xxـ جواب معادله لاپلاس28 yyu u , x a , y+ = < < >o o o  با شرایط مرزي داده شده در شکل زیر به چه صورت
  است؟  

  1(A( )sin x cosh yd
∞

λ λ λ λ∫o  

  2(A( )cos ycosh xd
∞

λ λ λ λ∫o  

  3(A( )sin y cosh xd
∞

λ λ λ λ∫o  

   4(A( )cos ysinh xd
∞

λ λ λ λ∫o  

  گیریم: ارت را به صورت زیر در نظر میـ معادله حر29

u u , x , t
tx

u( , t) , u( , t) , u(x, ) x

2

2

2

1

1 1 2 1

∂ ∂
= < < >

∂∂
 = = = +

o o

o o
  

t(وقتی  uسخ حالت پایدار براي پا → x) در نقطه ∞ 2
3

  عبارت است از:   =

  1 (3
2

  2(4
3

  3 (5
3

  4 (13
9

  

در  hاي همـوار داده شـده    اي (یا مرزي) زیر براي بسط تابع تکه ـ پایه متعامدي که در مسئله مقدار کرانه30
  گیرد، کدام است؟   روش جداسازي متغیرها مورد استفاده قرار می

  1 (
k N

( k ) xcos
a

2 1
2 ∈

− π 
 
 

  

  2(
k N

k xsin
a ∈

π 
 
 

   

  3(
k N

( k ) xsin
a

2 1
2 ∈

− π 
 
 

   

  4({ }o
k N

k xN , , , , , cos
a

1 2 3
∈

π =  
  o

o K   
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اي داده  اي (یا مرزي) زیر بر یک نوار نیمه متناهی، با شرایط کرانه ـ مقدار جواب کراندار مسئله مقدار کرانه31

)ا در نقطهرشده  , v)
4
π بیابید  

  

  1(ab5
4 4

−   2 (b a3 1
4 4

+  3 (v( b a)e3 1
4 4

−+  4 (v v
be ae

3 1
4 4

− −
+  

Lاي زیر، مقدار  ـ براي مسئله مقدار اولیه ـ کرانه32 Lu( , )11
3 4

  را پیدا کنید   

tt xx

t

u u , x L , t
u(x, ) x(L x) , x L , u (x, )
u( , t) u(L, t), t

− = < < >
 = − ≤ ≤ =
 = = >

o o o
o o o o

o o o
  

  1 (L223
144

−  2 (L223
72

−  3 (L223
72

  4 (L223
144

  

)uـ مسئله مقدار مرزي زیر مفروض است. مقدار33 , )3 1
2

  چقدر است؟   

u(x, t) u(x, t)
t x

2

24∂ ∂
=

∂ ∂
  

u( , t) =o o  

u( , t)3 = o  

u(x, ) sin( x) sin( x)10 6 2= π − πo  

  1 (10-  2 (e
2

10 −π−  3(e
2

16 −π−   4(e
2410 − π−   

http://www.SANJESH.IR


 ریاضیات مهندسی
WWW.SANJESH.IR      »377« 

  

uـ به دست آوردن پاسخ معادله حرارت34 u u
tx y c

2 2

2 2 2
1∂ ∂ ∂

+ − =
∂∂ ∂

o   روي ناحیه مربعی شکل به ضـلعa   مـوردنظر

,u(xاست. حالت اولیه  y, ) f (x, y)=o شود. شـرایط مـرزي عبـارت     فرض می
x) درجه حرارت روي دو ضلعI(است از:  ,a= o .صفر است  

)II ،دو ضلع دیگر (y ,a= o  .کلـی پاسـخ معادلـه     شـکل عایق شده است
  حرارت روي این ناحیه عبارت است از:  

  

  1(tmn
mn

m n

m nA e cos x cos y
a a

∞ ∞
−λ

= =

π π∑ ∑
o o

   2(tmn
mn

m n

m nA e sin x cos y
a a1 1

∞ ∞
−λ

= =

π π∑ ∑  

   3(tmn
mn

m n

m nA e sin x sin y
a a1 1

∞ ∞
−λ

= =

π π∑ ∑   4 (tmn
mn

m n

m nA e sin x cos y
a a1

∞ ∞
−λ

= =

π π∑ ∑
o

  

αتواند پاسـخ معادلـه دیفرانسـیل بـا مشـتقات جزئـی (مقـدار ثابـت         ي زیر می ـ کدام یک از گزینه35 = (

y y , x , t
t x

2 2
2

2 2
∂ ∂

= α < < π >
∂ ∂

o o اي، با شرایط کرانهy(x, ) sin(x)=o وy (x, ) cos(x)
t

∂
=

∂
o  :باشد  

  1(sin(x) cos( t) cos(x)sin( t)1
α + α

α
   2 (sin(x)cos( t) sin(x)sin( t)1

α + α
α

  

  3(sin(x)sin( t) cos(x)sin( t)1
α + α

α
   4(cos(x)sin( t) cos(x) cos( t)1 1

α + α
α α

   

اگر ـ 36
2k

4t k se
3
2

kS ,L{ e } e

2 t

−
−> =

π

o  ) (تبدیل لاپلاس)k آنگاه جواب کراندار مسـئله   ،ست)ثابت مثبتی ا

  اي پیوسته و کراندار مفروض)   تابعی تکه µاي (مرزي) زیر کدام است؟ ( مقدار اولیه ـ کرانه

t xxu a u , x , t
u(x, ) , u( , t) (t)

2 − = ∀ > ∀ >


= = µ

o o o
o o o

  

  1 (
x

axu(x, t) (t ) e d

a

2

24
3
22

−∞
τ= µ − τ τ

πτ
∫o  

  2 (
x

t axu(x, t) (t ) e d

a

2

24
3
22

−
τ= µ − τ τ

πτ
∫o

  

  3 (
x

t xu(x, t) (t ) e d
a

2

4
32

−
τ= µ − τ τ

πτ
∫o

  

  4 (
x

axu(x, t) ( ) e d
a

2

24
32

−∞
τ= µ τ τ

πτ
∫o  
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,u(xـ با استفاده از روش جداسازي متغیرها37 t) T(t)X(x)=  در مسئله داده شده برايT(t)     چـه جـوابی بـه

  آید؟   دست می

tt xxu u u , t , x
u( , t) u( , t)
u(x, ) , x

1
1

1

− = > < <
 = =
 = ≤ ≤

o o
o o

o o o
  

  1 (sin(k t)π  2 (sin t (k )2 1 π −  
  3(sin t(k )2 2 1 π −    4(sinh t (k )2 1 π −  

   

uبه شـکل   Lاي به طول  ـ معادله غیرهمگن حرارت در امتداد میله38 u
tx c

2

2 2
1 1∂ ∂

− =
∂∂

  x L , t< < >o o  اسـت ،

,u(xشرایط مـرزي عبارتنـد از:   ) f (x),u( , t) u(L, t)= = =o o o  صـورت پاسـخ   در ایـنLu( , t)
3

در حالـت پایـدار    

(t )→   برابر است با:  ∞

  1 (L22
3

  2 (L2

9
  3 (L2

9
−  4(L2

3
−   

ده شـده مفـروض اسـت   ـ معادله دیفرانسیل زیـر بـا شـرایط دا   39
t

u x usin , x
x t

u( , t) , u( , t)
u(x, ) , u (x, ) x

2 2

2 22
3 1
1

∂ ∂
= + < < π

∂ ∂ = π =
 = =


o

o
o o

بـا فـرض    

u(x, t) w(x, t) v(x)= ,w(xکدام گزینه باشد تا معادله حاکم بر  v(x)، عبارت + t)     از نوع همگـن و بـا شـرایط

  مرزي صفر باشد؟  

  1 (xsin x24 3
2

− + +
π

  2 (xsin x14 2
2

− + +
π

  3 (xsin x1 3
2

− + +
π

  4 (xsin x24 4
2

− − +
π

  

)ـ معادله لاپلاس با یک درجه تقارن در مختصات کروي40 , r , )2≤ θ ≤ π ≥ ≤ φ ≤ πo o o   بـرايu(r, )θ   جـوابی بـه

nصورت زیر دارد:  (n )
n n n

n
u(r, ) (A r B r )P (cos )1

∞
− +

=
θ = + θ∑

o
nPکه در آن   (x) باشـند.   اي هاي لژاندر مـی   چند جمله

,u(aاگر شرایط مرزي به صوت  )
u(r, ) r cos , r

θ =
 θ θ → ∞

o
;

,u(rباشد،  )θ   براي خارج کره کدام گزینه است؟  

  1((r a r )P (cos )1 3 2
1

− − θ   2(( a r )P (cos )1 11 − −− θo   3((r a r )P (cos )2 1
1

−− θ   4((r a r )P (cos )3 2
1

−− θ   
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  ـ معادله زیر را حل کنید  41

u u , x , t
tx

2

2 1 1∂ ∂
= − < < >

∂∂
o  

u( , t) u( , t), t1 1− = > o  
u u( , t) ( , t)
x x

1 1∂ ∂
− =

∂ ∂
  

u(x, ) x , x1 1= − < <o  

  1 (
n

n t

n

( )u(x, t) e sin nx
n

1 2

1

2 1 +∞
−

=

−
=

π∑  2 (
n

n t

n

( )u(x, t) e cos nx
n

1 22 1 +∞
−

=

−
=

π∑
o

  

  3(
n

n t

n

( )u(x, t) e sin n x
n

1 2 2

1

2 1 +∞
− π

=

−
= π

π∑   4(
n

n t

n

( )u(x, t) e cos n x
n

1 2 22 1 +∞
− π

=

−
= π

π∑
o

  

  ـ معادله زیر را حل کنید 42

u u , x , t
x t

2 2

2 2
∂ ∂

= < < π >
∂ ∂

o o  

u u( , t) , ( , t)
x x

∂ ∂
= π =

∂ ∂
o o o  

u(x, ) cos x3=o  
u (x, ) , x
t

∂
= < < π

∂
o o o  

  1(u(x, t) cos t sin x3 3=  

  2(u(x, t) cos t cos x3 3=  

  3(n n
n

u(x, t) A cos nt sin nx , n , , , A1 2
∞

=
= = ≠∑

o
o K o  

  4 (n n
n

u(x, t) A cos nt cos nx , n , , , A1 2
∞

=
= = ≠∑

o
o K o  

dـ معادله دیفرانسیل43 , x ,
dx

2

2
φ

+ λφ = < < π λ >o o o  با شرایط مرزي( )′φ =o o  و( ) ( )′φ π + φ π = o   .مفروض اسـت

    مقادیر ویژه و توابع ویژه آن عبارت است از:

)tgاي معادلهمقادیر ویژه جواب ه )1   )λπ = − λ  هستند و(x) cos xλφ = λ  

cotمقادیر ویژه جواب هاي معادله )2    g( )λπ = λ  هستند و(x) sin xλφ = λ  

)tgمقادیر ویژه جواب هاي معادله )3    )λπ = − λ  هستند و(x) sin xλφ = λ  

cotمقادیر ویژه جواب هاي معادله) 4    g( )λπ = λ  هستند و(x) cos xλφ = λ  
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  ـ جواب مسئله مقدار مرزي زیر کدام است؟  44

t xxu u , t , x 2= > < <o o  

x xu ( , t) , u ( , t)2= =o o o  

u(x, ) cos x cos x4 2 3= π − πo  

  1(t t te cos x e cos x e cos x
2 2 24 914 2 3

4
−π − π − ππ − π + π  

  2(t te cos x e cos x
2 294 2 3−π − ππ − π  

   3(te ( cos x cos x)
2

4 2 3−π π − π  

  4 ((n ) t

n
e cos n x

n
2

1

14
∞

− π

=
π∑  

,u(xـ با تغییر متغیر45 t) v(x, t) t (sin t t)x= + +   مسئله −

tt xx

t

u u h , x , t
u( , t) t , u( , t) sin t
u(x, ) x( x)
u (x, )

1
1

1

− = < < >
 = =
 = −
 =

o o
o

o
o o

  

  شود؟  به کدام مسئله تبدیل می

  1(
tt xx

t

v v h x sin t , x , t
v( , t) v( , t)
v(x, ) x( x)
v (x, )

1
1
1
1

− = − < < >
 = =


= −
 = −

o o
o o

o
o

  2(
tt xx

t

v v h x sin t , x , t
v( , t) v( , t)
v(x, ) x( x)
v (x, )

1
1
1

1

− = + < < >
 = =


= −
 =

o o
o o

o
o

  

  3(
tt xx

t

v v h x sin t , x , t
v( , t) v( , t)
v(x, ) x( x)
v (x, )

1
1
1

1

− = − < < >
 = =
 = −
 =

o o
o o

o
o

  4(
tt xx

t

v v h x sin t , x , t
v( , t) v( , t)
v(x, ) x( x)
v (x, )

1
1
1
1

− = + < < >
 = =
 = −
 = −

o o
o o

o
o

  

,T(xاي (مـرزي)  با شرایط کرانـه  xyـ دماي مانا (پایا، حالت پایدار) در ربع اول صفحه 46 ) T= ooوT( , y) =o o را

,T(xبا y) دهیم، صورت کراندار آن برابر است با:   نشان می  

  1(T xyT Arc tan
x y2 2

2
−

π −
o

o     2(T xyT Arc tan
x y2 2

2 2
−

π −
o

o   

  3(T yT Arc tan
x

−
π
o

o     4(T yT Arc tan
x

2
−

π
o

o   

)h ثابت) و 
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 اي (یـا مـرزي)   ـ جواب مسئله مقـدار اولیـه کرانـه   47
tt xx

t

u u , x , t
u(x, ) , u (x, ) sin x , x
u( , t) u( , t), t

2
− = < < π >

 = = ≤ ≤ π
 = = π ≥

o o o
o o o o

o o o
  کـدام اسـت؟   

  

  1(u(x, t) sin x sin t2=     2(
n

n

( )u(x, t) sin(nx)sin(nt)
n2

1

1
1

∞

=

−
=

+
∑   

  3 (u(x, t) sin x cos t2=    4 (
n

n

( )u(x, t) cos(nx)sin(nt)
n2

1

1
1

∞

=

−
=

+
∑  

,u(xتغییر متغیر ψ(x)ـ به ازاي چه تابع48 t) w(x, t) (x)= + ψ    معادله حاصل بـر حسـبw  عادلـه  در مـورد م

گرماي
t xx

x

u u x
u( , t) , u ( , t)
u(x, ) f (x)

4
1 2

= +
 = π =
 =

o
o

  کند؟   را همگن می 

  1((x) x ( )x3 26 2 1ψ = + π + +   2(x(x) x
3

2 1
6

ψ = + π +   

  3(x(x) ( )x
3

2 2 1
6

ψ = − + π + +   4((x) x ( )x
2

31 2 1
24 8

π
ψ = − + + +  

حـل   aدایره به شعاع  ـ در مسئله مقدار مرزي زیر در داخل یک نیم49

اي همـوار   تکه h(θ)دایره، س موردنظر است. بر پیرامون نیممعادله لاپلا

بندي داریم و بر روي نیمـه   شود. بر روي نیمه راست قطر عایق فرض می

,T(rچپ آن )π = o پایه (مبناي) متعامد بسط فوریه تـابع ،h( )θ   در ایـن

  ت؟  مسئله کدام اس

  

  1({ }kcos k ∞
=

θ o   2(kcos( ) k z2 1
2
− θ ∈ 

 
  3(cos(k ) k N1

2
 − θ ∈ 
 

   4(sin(k ) k N1
2

 − θ ∈ 
 

   

uـ معادله گرما به صورت 50 ua , x , t
t x

2
2

2
∂ ∂

= < < π >
∂ ∂

o o  با شـرایطx xu ( , t) , u ( , t) , u(x, ) f (x)= π = =o o o o ررا د 

,u(xگیریم. شکل کلی جواب  نظر می t) ) عبارت است ازnE ,Ao اند)   ضرایبی ثابت  

  1 (a n t
n

n
E e sin nx

2 2

1

∞
−

=
∑    2(a n t

n
n

A
E e cos nx

2 2

12

∞
−

=
+ ∑o  

   3 (a n t
n

n
E e sin n x

2 2

1

∞
−

=
π∑    4(a n t

n
n

A
E e cos n x

2 2

12

∞
−

=
+ π∑o  
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  ي   وویل وابسته به مسئله مقدار اولیهـ ویژه مقدارها و ویژه توابع مسئله اشتورم ـ لی51

t xxu (x, t) ku (x, t)=  

x x
lim u(x, t) lim u(x, t) , t

+ −→ →π
= = >

o
o o  

t
lim u(x, t) f (x) , x

+→
= < < π

o
o  

  کدامند؟  

  1(sin nx , nλ =،n , ,1 2= K   2(sin(nx), n2λ =،n , ,1 2= K  

  3(xsin( ) ,
n n

1
λ =،n , ,1 2= K   4(sin(nx) , nλ =،n , ,1 2= K  

نسبت بـه کـدام    φ(x)اي همواره اي (یا مرزي) زیر، تابع مفروض و تکه ـ در حل مسئله مقدار اولیه ـ کرانه 52

  شود؟پایه متعامد باید بسط داده 

t xx

x

u u , x L, t
u(x, ) (x) , x L
u(L, t) , u ( , t) , t

− = < < >
 = φ ≤ ≤
 = = ≥

o o o
o o

o o o o
  

  1(k xcos , k N
L2
π

∀ ∈   

  2(x x x ( k ) xcos ,cos ,cos , cos
L L L L

3 5 2 1
2 2 2 2
π π π − πK  

   3(x x x ( k ) xsin ,sin ,sin , sin
L L L L

3 5 2 1
2 2 2 2
π π π − πK  

   4(x x x n xcos ,cos ,cos , cos ,
L L L L

2 3π π π πK K  

  اي موج یک بعدي ـ جواب مسئله مقدار اولیه ـ کرانه53

tt xxu u , x L , t− = < < >o o o  

t
Lu(x, ) x , x L , u (x, ) x(L x)
2

= − ≤ ≤ = −o o o  

u( , t) , u(L, t) , t= = ≥o o o o  

Lxدر نقطه 
2

Ltو در لحظه = 5
2

  برابر است با  =

  1 (L L( )
2

1
2 6

+  2(LL( )
2

1
6

−  3(LL( )
2

1
6

+   4 (L L( )
2

1
2 6

−  
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,u(x، تغییر متغیرψ(x)ازاي کدام تابع ـ به54 t) w(x, t) (x)= + ψاي همگن بـا شـرایط    ، مسئله زیر را به معادله

  تبدیل خواهد کرد؟  wمرزي همگن بر حسب 

t xx

x

u u sin x
u( , t) , u ( , t)
u(x, ) f (x)

4
1 1

= +
 = = −
 =

o o
o

  

  1((x) cos x x1 5 1
4 4

ψ = − +     2((x) sin x x1 3 1
4 4

ψ = − − +  

   3((x) cos x x1 3 1
4 4

ψ = − − +   4((x) sin x x1 5 1
4 4

ψ = − +   

tuـ در مسئله مقدار اولیه ـ مرزي زیر، مقدار55 (x, t) درx 1
3

tو  =   چقدر است؟   =5

tt xxu u , x , t1− = < < >o o o  

x , x
u(x, )

, x

1
2

1 1 1
2 2

 ≤ <= 
 ≤ <


o
o  

t

x

u (x, )
u ( , t) u( , t)1

=

= =

o o
o o

  

  1 (1  2 (o  3(1
2

   4(1
2

−   

ـــ اگــر جــواب معادلــه56
t xxu c u , x L , t

u(x, ) f (x) , x L
u( , t) u(L, t) , t

2 − = < < >


= ≤ ≤
 = = ≥

o o o
o o

o o o
بــه صــورت  

n c( ) t
L

n
n

n xu(x, t) c e sin( )
L

2

1

π∞ −

=

π
= باشــد  ∑

,u(xمقدار t) ی که در حالتL ,f (x) sin x3= π   باشد، کدام است؟  =

  1(c t c te e sin x
2 293 1 3

4 4
− −+  

   2(c t c te sin x e sin x
2 291 1 3

4 4
− −+  

   3(c t c te sin x e sin x
2 291 1 3

4 4
− −−  

   4(c t c te sin x e sin x
2 293 1 3

4 4
− −−   
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,h(   ) جواب مسئله57 uo(ثابت ،t xxu c u hu hu ; x , t2− + = − π < < π >o o    

x x

u(x, ) f (x)
u( , t) u( , t) ; t
u ( , t) u ( , t) ; t

=
−π = π ≥

−π = π ≥

o
o

o
  

  به کدام صورت است؟  

  1 (n
n

u(x, t) G (t) sin nx
1

∞

=
= ∑    2(n n n

n
u(x, t) G (t)(A cos nx B sin nx)

∞

=
= +∑

o
  

   3(n
n

u(x, t) G (t)cos nx
1

∞

=
= ∑   

  4(n n n
n

u(x, t) G (t)(A cos nx B sin nx)
1

∞

=
= +∑  

,u(xـ پاسخ معادله لاپلاس،58 y)2∇ = o  در نیم صفحه بالاي محورX  شرط مرزيبا  

, x
u(x, ) f (x)

, x

1 1

1

 <= = 
>

o
o

  

  تواند باشد؟  کدام پاسخ می

  1(kycos ke sin kxdk
k

2 ∞ −

π ∫o
    2 (kysin ke cosh kx dk

k
2 ∞ −

π ∫o  

  3 (kysin ke cos kx dk
k

2 ∞ −

π ∫o    4(kysinh k e cos kx dk
k

2 ∞ −

π ∫o   

,u(xـ پاسخ معادله لاپلاس، 59 y) شرایط مرزي نشان داده شده مـوردنظر اسـت. شـکل کلـی      در ربع اول با

  پاسخ عبارت است از:  

  1(pyE(P)e cos px dp
∞ −∫o     

  2(pxE(P)e cos pydp
∞ −∫o  

  3(pyE(P)e sinpx dp
∞ −∫o  

   4([ ] PyA(P) cos px B(P)sin px e dp
∞ −+∫o  
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   ) پاسخ تست5-16

  2) گزینه 1

  :4) حالت 9براساس نکته (

n(پایه متعامد):  توابع ویژه
( n )F (x) cos( x) , n , , ,

L
2 1 1 2 3

2
− π

= = K   

  1) گزینه 2

t t xx xxu w (x) u w ,u w (x)′′= + ψ ⇒ = = + ψ  

t xxw w (x) sin x (x) sin x

(x) sin x Ax B

14 4
4

1
4

′′ ′′= + ψ + ⇒ ψ = −

ψ = + +
  

xu( , t) ( ) , u ( , t) ( )1 1 1 1′= ⇒ ψ = = − ⇒ ψ = −o o o o  

( ) ( ) B , A (x) sin x x5 1 51 1 1 1
4 4 4

′ψ = ⇒ ψ = − ⇒ = = − ⇒ ψ = − +o o  

  2) گزینه 3

  ):8) حالت (12براساس نکته (

y yu(x, y) (A e B e )(C cos( x) D sin( x))d
∞ ω −ω

ω ω ω ω= + ω + ω ω∫o
  

yبراي اینکه به ازاي  → ∞ ،u(x, y)) کراندار باشد بایدAω = o بنابراین  

yu(x, y) e (C cos( x) D sin( x))d
∞ −ω

ω ω′ ′= ω + ω ω∫o
  

, x
u(x, ) (c cos( x) D sin( x))d

u , x

1

1
∞

ω ω

 >′ ′= ω + ω ω = 
<

∫o
o

o
o  

u sinC u cos( x)dx ,D
1 22

ω ω
ω′ ′= ω = = =

π π ω∫ o
oo

o  

yu sinu(x, y) cos( x)e d
2∞ −ωω

= ω ω
π ω∫ o

o
  

u usin sinu( , ) e d L( )
S

2 2
1

1
∞ −ωω ω

= ω =
=π ω π ω∫o o

o
o  

s

sin sinL( ) ds tan s L( )
Ss

1
2
1

12 41
∞ −ω π ω π

= = − ⇒ =
=ω ω+∫  

u u
u( , )

2
1

4 2
π

= =
π

o oo  
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  4) گزینه 4

x x t
xL(u ) U , L(u ) SU u(x, ) SU ,L(xt)
s2= = − = =o  

U xSU U
x s2

∂
+ + =

∂
  

U x(s )U
x s21∂

+ + =
∂

  

  2) گزینه 5

t xxu u u Ax B= ⇒ = ⇒ = +o o  

u( , t) B , u( , t) A A1 1 1 1 1= ⇒ = = ⇒ + = ⇒ = −o o o  

u x1= −  
  1) گزینه 6

u از  مستقلθاست بنابراین  

rr ru u u u ALnr B
r
1

θθ = ⇒ + = ⇒ = +o o  

u( , ) c B c ,u(e, ) c A c c A c1 1 1 1 1 11 2 2θ = ⇒ = θ = ⇒ + = ⇒ =  

u c Lnr c1 1= +  

  2) گزینه 7

t xxu u u Ax B= ⇒ = ⇒ = +o o  
b a b au( , t) a,u(L, t) b B a,A u x a

L L
− −

= = ⇒ = = ⇒ = +o  

  2) گزینه 8

  ی:) در بخش معادله لاپلاس در مختصات قطب3براساس حالت (

n n
n n n n

n
u(r, ) A B Lnr (A cos(n sin(n )(C r D r )

1

∞
−

=
θ = + + θ) + Β θ) +∑o o  

n nu(a, ) K , u(b, ) K A B , A B Lna K ,A B Lnb K1 2 1 2θ = θ = ⇒ = = + = + =o o o oo  
K K K ln b K ln a

B , A
Lnb Lna Lnb Lna

2 1 1 2− −
= =

− −o o  

  است. rفقط تابعی از  uبنابراین 
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  3) گزینه 9

βي  ناحیه موردنظر داخل یک قطاع با زاویه − αابراین باشد و شرایط مرزي دیریکله است بن می  

n
n n

n
u(r, ) B r sin( ( ))

1

∞
λ

=
θ = λ θ − α∑  

n
n( )2π

λ =
β − α

  

,تابعی از  uبنابراین  rθ باشد. می  

  3) گزینه 10

n cnC , n , n
L L

1 π π
= = =  

n t
n

n
u(x, t) A e sin(nx)

2

1

∞
−

=
= ∑  

n n
n

u(x, ) sin x A sin(nx) A ,A ;n1
1

1 2
∞

=
= = ⇒ = = ≥∑o o  

tu(x, t) e sin x−=  

  4) گزینه 11

)ي  ناحیه موردنظر داخل قطاع با زاویه )1 2
π

θ   ) در بخش معادله لاپلاس در مختصات قطبی:4است براساس حالت ( =

n n
n( ) n , n2 2

1
4 2π

λ = = λ =
θ

  

2n
n

n 1
u(r, ) B r sin(2n )

∞

=
φ = φ∑  

n
n n

n
u( , ) B sin( n ) sin , B ,n1

1

12 4 2 2 2
4

∞

=
φ = φ = φ ⇒ Β = = ≥∑ o  

u(r, ) r sin( )21 2
4

φ = φ  

  3) گزینه 12

t xx xxL(u ) SU u(x, ) SU , L(u ) U= − = =o  

xxSU U G(s)
U( ,s)

− =


= o o
  

sx sxs r r s U(x,s) Ae Be G(s)
s

2 1−− = ⇒ = ± ⇒ = + +o  
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sx
s
lim U(x,s) A U(x,s) Be G(s)

s
1−

→∞
= ⇒ = ⇒ = +o o  

U( ,s) B G(s) B G(s)
s s
1 1

= ⇒ + = ⇒ = −o o o  

sxU(x,s) G(s)( e )
s
1 1 −= −  

  1) گزینه 13

xf (x) x cos ( ) , x3 1
2

π
= < <o  

xنسبت به  g , fبا توجه به شرایط مرزي،  , x1= = o شوند. به صورت فرد بسط داده می  

x , t ,c x ct , x ct1 7 53 1
2 2 2

= = = ⇒ + = − = −  

u( , ) f ( ) f ( ) g(s)ds
7
2
5
2

1 1 7 5 13
2 2 2 2 2 −

 = + − +   ∫  

L2برابر  g , fدوره تناوب    باشد بنابراین می =2

g(s)ds g(s) ds g(s)ds
7

6 22
5
2

2
−

= = =∫ ∫ ∫o o
o  

u( , ) f ( ) f ( ) f ( ) f ( ) f ( )1 7 5 1 1 1 1 13 2
2 2 2 2 2 2 2 2

     = + − = − + − = −          
  

u( , ) f ( )1 1 13
2 2 4 2

= − = −  

  4) گزینه 14

)Tبا توجه به شرایط مرزي نیومن )
n

∂
=

∂
o  تابع ویژه مربوط بهθ  به صورتncos( )λ θ شد.اب می  

n
n( ) n2 2π

λ = =
π

  

n
n

n
u(r, ) a A r cos(n )

1

∞

=
θ = + θ∑o  

)uمقدار متوسط , ) a T(a, )θ = = θoo  

u( , ) T d T
4

1 3
4

π
πθ = θ =

π ∫ o oo  

  3) گزینه 15
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xTچون شرایط مرزي بر حسب (L, t) ,T( , t)o باشد بنابرانی توابع ویژه به صورت می( n ) xsin

L
2 1

2
+ π 

  
  باشد. می 

  3) گزینه 16

t xxu u u Ax B= ⇒ = ⇒ = +o o  
xu( , t) T , u(L, t) T u T ( )
L

2 1= = ⇒ = +o o oo  

  3) گزینه 17

  باشد وابسته نمی θبه  Tخ معادله لاپلاس روي دو دایره مقادیر ثابت است در این حالت ناحیه بین دو دایره بوده و پاس

T T c Lnr c
A B BLna ALnbT(a, ) A,T (b, ) B c ,c

Lna Lnb Lna Lnb

1 2

1 2

θθ = ⇒ = +

− −
θ = θ = ⇒ = =

− −

o
  

  1) گزینه 18

t t xx xxu w r(x) u w ,u w r (x)′′= + ⇒ = = +  

t xxw w r (x) x r (x) x r(x) x Ax B36 6′′ ′′= + + ⇒ = − ⇒ = − + +  

u( , t) w( , t) r( ) r( )1 1 1= ⇒ + = ⇒ =o o o o  

u( , t) r( )1 1 1 1= ⇒ =  

r( ) r( ) A , B r(x) x x

u(x, t) w(x, t) x x

3

3

1 1 1 1 1

1

= = ⇒ = = ⇒ = − + +

= − + +

o  

  3) گزینه 19

y yu(x, y) (A e B e )(C cos( x) D sin( x))d
∞ ω −ω

ω ω ω ω= + ω + ω ω∫o
  

u( , y) Cω= ⇒ =o o o  

Aω⇒ = o کراندارu(x, )∞ =  

yu(x, y) E e sin( x)d
∞ −ω

ω= ω ω∫o  

  2) گزینه 20

tt tL(u ) S U(x,s) Su(x, ) u (x, ) S U(x,s)2 2= − − =o o  
x s
a

xx xx
xL(u ) U (x,s) , L( (t )) e
a

−
= δ − =  

x s
a

xxS U(x,s) U (x,s) e2 −
− =  
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sx sx
hS r r s U c e c e2 2

1 2
−− = ⇒ = ± ⇒ = +o  

x s
a

P
ksU Ke S K k
a s ( )

a

2
2

2 2
2

11
11

−
= ⇒ − = ⇒ =

−
  

x ssx sx aU(x,s) c e c e e
s ( )

a

1 2
2

2

1
11

−−= +
−

  

  1) گزینه 21

g , f حولx L , x= = o ها  شوند و دوره تناوب آن به صورت فرد بسط داده میL2 .است  

[ ] x t

x t
u(x, t) f (x t) f (x t) g(s)ds1 1

2 2
+

−
= − + + + ∫  

[ ] x L

x L
u(x, t) f (x L) f (x L) g(s)ds1 1

2 2
+

−
= − + + + ∫  

x L L

x L L
g(s)ds g(s)ds

+

− −
= =∫ ∫ o  

f (x L) f (x L L) f (x L)2− = − + = +  

[ ]u(x, L) f (x L) f (x L) f (x L)1
2

= + + + = +  

  3) گزینه 22

  باشد بنابراین ) می12) نکته (4، مشابه حالت (xشرایط مرزي 

n n n n n
n

u(x, y) (A ch( y) B sh( y))cos( x)
∞

=
= λ + λ λ∑

o
  

n
( n ) n2 1 2 1

2 2
− π −

λ = =
π

  

n n
n

( n )y ( n )xu(x, ) A u(x, y) B sh( ) cos( )
1

2 1 2 1
2 2

∞

=

− −
= ⇒ = ⇒ = ∑o o o  

n
n

x n ( n )xu(x, ) cos B sh( ) cos( )
1

2 1 2 11
2 2 2

∞

=

− −
= = ∑  

nB ,B , n
sh( )

1
1 2
1
2

= = ≥o  

y xu(x, y) sh( )cos( )
sh( )

1
1 2 2
2

=  

http://www.SANJESH.IR


 ریاضیات مهندسی
WWW.SANJESH.IR      »391« 

  
sh( )

u( , ) sh( )cos( )
sh( ) sh( )ch( ) ch( )

1
1 1 1 1 14

1 1 1 12 2 4 4 2 2 2 2
2 4 4 4

π π
= = =  

  1) گزینه 23

  عوض شده است. y , x) است فقط جاي 12) نکته (2شرایط مرزي مشابه حالت (

( )

n n
n 1

n n

n n nu(x, y) A B x (A ch( x) B sh( x)) cos( y)
a a a

u(x, y) A B x
u(a, y) A B , n 1
u x, y A B x

∞

=

π π π
= + + +

= +

= ⇒ = = ≥

= +

∑o o

o o

o o

o o
  

xu(a, y) , u( , y) u u u ( )
a

1= = ⇒ = −o oo o  

  2) گزینه 24

  ) صحیح است.2)، گزینه (12) نکته (2براساس حالت (

  2) گزینه 25

t xx

x

u u u Ax B
u( , t) a,u (L, t) A ,B a u a

= ⇒ = ⇒ = +

= = ⇒ = = ⇒ =

o o
o o o

  

  2) گزینه 26

x در چون ناحیه = o عایق شده استx(u ( , t) )=o o بنابراین تابع ویژهcos xω باشد و پاسخ به صورت زیر خواهد بود. می  

c tu(x, t) D( )e cos( x)d
2 2∞ − ω= ω ω ω∫o

  

  4) گزینه 27

  داریم: y , x)، با عوض کردن نقش 12) نکته (3براساس حالت (

n n
( n )k

b
2 1

2
− π

= λ =  

n n n n n
n

u(x, y) (A cosh k x B sinh k x)sin k y
1

∞

=
= +∑  

  3) گزینه 28

  ، داریمy , xض کردن نقش )، با عو12) نکته (5براساس حالت (

u(x, y) (A sh( x) B ch( x))sin( y)d
∞

ω ω= ω + ω ω ω∫o  
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xu ( , y) A u(x, y) B ch( x)sin( y)d
∞

ω ω= ⇒ = ⇒ = ω ω ω∫o
o o o  

  3) گزینه 29

t xxu u u Ax B= ⇒ = ⇒ = +o o  

u( , t) ,u( , t) B ,A u x1 1 2 1 1 1= = ⇒ = = ⇒ = +o  

u( )2 5
3 3

=  

  1) گزینه 30

xTشرایط مرزي  ( , y) T(a, y)= =o o ) اشد بنابراینب ) می12) نکته (4مشابه حالت  

n
( n )( )

a
22 1

2
− π

λ =  

nتوابع ویژه (پایه متعامد): n
( n )F (x) cos( x) cos( x) ,n , , ,

a
2 1 1 2 3

2
− π

= λ = = K  

  2) گزینه 31

)VTبراساس شرایط مرزي , v) a,T( , v) b,T (u, )
2 2
π π

− = = =o o.پاسخ معادله لاپلاس به صورت زیر است  

b a b aT Au B,T( ,V) a ,T( ,V) b T u
2 2 2
π π − +

= + − = = ⇒ = +
π

  

a bT( ,V) 3
4 4
π +

=  

  1) گزینه 32

)uاساس شرایط مرزيبر , t) u(L, t)= =o o تابع ،f  به صورت فرد حولx L, x= = o شـود و دوره تنـاوب آن    بسط داده می

L2 .است  

f (x) x(L x) , x L= − < <o  
L Lx , t ,c x ct L, x ct L11 29 371
3 4 12 12

= = = ⇒ − = − + =  

L Lu( , ) f ( L) f ( L) f ( L L) f ( L L)11 1 37 29 1 37 294 2
3 4 2 12 12 2 12 12

   = + − = − + − +      
  

L L L L Lu( , ) f ( ) f ( ) f ( L) f ( )11 1 11 5 1 11 5
3 4 2 12 12 2 12 12

   = − + − = − +      
  

L L Lu( )
211 23

3 4 144
+ = −  
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  4) گزینه 33

n n cn nL , ,c ,
L L

23 2
3 3

π π π π
= = = =  

n t
n

n

nu(x, t) A e sin( x)
2 24
9

1 3

π∞ −

=

π
= ∑  

n
n

nu(x, ) A sin( x) sin( x) sin( x)
1

10 6 2
3

∞

=

π
= = π − π∑o  

nA , A ,A ,n ,3 610 6 3 6= = − = ≠o  

t tu(x, t) e sin( x) e sin( x)
2 24 1610 6 2− π − π= π − π  

u( , ) e
243 1 10

2
− π= −  

  4) گزینه 34

)uبراساس شرایط , y) u(a, y)= =o o ي  ، تابع ویـژهm
mF (x) sin( x)
a
π

yو براسـاس شـرایط   = yu (x, ) u (x,a)= =o o  تـابع ،

nي  ویژه
nF (y) cos( y)
a
π

  شود. حاصل می =

mn
c m n
a

2 2π
λ = +  

tmn
mn

m n

m nu(x, y) A e sin( x)cos( y)
a a1

∞ ∞
−λ

= =

π π
= ∑ ∑

o
  

  1) گزینه 35

f (x) sin(x) ,g(x) cos(x)= =  

[ ] x t

x t
y(x, t) f (x t) f (x t) g(s)ds1 1

2 2
+α

−α
= − α + + α +

α ∫  

[ ] x t

x t
y(x, t) sin(x t) sin(x t) cos(s)ds1 1

2 2
+α

−α
= − α + + α +

α ∫  

[ ] [ ]y(x, t) sin(x t) sin(x t) sin(x t) sin(x t)1 1
2 2

= − α + + α + + α − − α
α

  

  2) گزینه 36

y(x, t) sin x cos( t) cos x sin( t)1
= α + α

α
  

tL(u ) SU(x,s) u(x,s)= − = o  
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2
xxSU(x,s) a U (x,s)− = o  

s sx x
a asS a r r U(x,s) Ae Be

a
2 2 −

− = ⇒ = ± ⇒ = +o  

s x
a

s
lim U(x,s) B U(x,s) Ae

−

→∞
= ⇒ = ⇒ =o o  

s x
aL(u( , t)) L( (t)) U( ,s) U(x,s) L( (t))e

−
= µ = ⇒ = µo o  

x

a txu(x, t) (t)* e

a t

2

24
3
22

−
= µ

π

  

x
t axu(x, t) (t ) e d

a

2

24
3
22

−
τ= µ − τ τ

πτ
∫o

  

  2) گزینه 37

tt xxu T(t)X(x) u T (t)X(x) , u T(t)X (x)′′ ′′= ⇒ = =  

T (t)X(x) T(t)X (x) T(t)X(x)′′ ′′− =  
T (t) X (x)
T(t) X(x)

1
′′ ′′

= + = λ  

u( , t) X( )T(t) X( )
u( , t) X( ) , u(x, ) T( )1 1

= ⇒ = ⇒ =
= ⇒ = = ⇒ =

o o o o o o
o o o o o o

  

X (x)p p X (x) p X(x)
X(x)

2 2 21
′′

′′λ = − ⇒ = − ⇒ + = o  

r p r pi X(x) c cos px c sin px2 2
1 2+ = ⇒ = ± ⇒ = +o  

X( ) c X(x) c sin px1 2= ⇒ = ⇒ =o o o  

X( ) sin p p k k2 21 1= ⇒ = ⇒ = π ⇒ λ = − πo o  
T (t) k
T(t)

2 21
′′

= − π  

T (t) (k )T(t) r k r k i2 2 2 2 2 2 21 1 1′′ + π − = ⇒ + π − = ⇒ = ± π −o o   

T (t) (k )T(t) r k r k2 2 2 2 2 2 21 1 1′′ + π − ⇒ + π − = ⇒ = ± π −o o  

T(t) c sin( k t) c cos( k t)2 2 2 2
1 21 1= π − + π −  

T( ) c T(t) c sin( k t)2 2
2 1 1= ⇒ = ⇒ = π −o o o  
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  3) گزینه 38

t xx
xu u u Ax B

2
1

2
= ⇒ = ⇒ = + +o  

L x Lu( , t) u(L, t) B ,A u x
2

2 2 2
= = ⇒ = = − ⇒ = −o o o  

L Lu( , )
2

3 9
∞ = −  

  1) گزینه 39

xx xx tt ttu w v(x) u w v (x) ,u w′′= + ⇒ = + =  

xx tt
x x xw v (x) sin w v (x) sin v(x) sin Ax B4
2 2 2

′′ ′′+ = + ⇒ = ⇒ = − + +  

xv( ) , v( ) A ,B V(x) sin x2 23 1 3 4 3
2

= π = ⇒ = = ⇒ = − + +
π π

o  

  4) گزینه 40

rچون به ازاي  → ∞ ،u(r, )θ ≠ o بنابراین شرطnA = o باشد. برقرار نمی  

rاگر  →   آنگاه: ∞

n
n n

n

n

u(r, ) A r P (cos ) r cos rP (cos )

A ,A , n

1

1 1 1

∞

=
θ = θ = θ = θ

= = ≠

∑
o

o
  

n (n )
n n n n

n
u(a, ) (A a B a )P (cos ) B , n1 1

∞
− +

=
θ = ⇒ + θ = ⇒ = ≠∑

o
o o o  

(a B a )P (cos ) B a2 3
1 1 1

−+ θ = ⇒ = −o  

u(r, ) (r a r )P (cos )3 2
1

−θ = − θ  

  3) گزینه 41

  ):9) نکته (5براساس حالت (

c n t
L

n n
n

n nu(x, t) a (A cos( x) B sin( x))e
L L

2 2 2

2

1

π
−∞

=

π π
= + +∑o  

n t
n n

n
L ,C u(x, t) a (A cos(n x) B sin(n x))e

2 2

1
1 1

∞
− π

=
= = ⇒ = + π + π∑o  

n n
n

x(x, ) x a (A cos(n x) B sin(n x)) x , x
1

1 1
∞

=
= ⇒ + π + π = − < <∑oo  
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xتابعی فرد است بنابراین ،  
n

n n
( )a ,A ,B x sin(n x)dx

n

11 2 12
+−

= = = π =
π∫o o

o o  

n
n t

n

( )u(x, t) sin(n x)e
n

1 2 2

1

2 1 +∞
− π

=

−
= π

π∑  

  2) گزینه 42

  ):9) نکته (2براساس حالت (

n n ,c
L

1π
= =  

n n
n

u(x, t) (A cos(nt) B sin(nt)cos(nx) a
1

∞

=
= + +∑ o  

n n
n

u(x, ) cos x A cos(nx) a a ,A , A , n3
1

3 1 3
∞

=
= = + ⇒ = = = ≠∑ o oo o o  

t nu (x, ) B= ⇒ =o o o  

u(x, t) cos( t)cos( x)3 3=  

  4) گزینه 43

d , r r i
dx

2
2

2
φ

+ λφ = λ > ⇒ + λ = ⇒ = ± λo o o  

(x) a cos( x) Bsin( x)φ = λ + λ  

( ) B (x) A cos x′φ = ⇒ = ⇒ φ = λo o o  

(x)بنابراین توابع ویژه به صورت  cos( x )λφ = λ  باشند. می  

sin( ) A cos( )′φ (π) + φ(π) = ⇒ −Α λ λπ + λπ =o o  

)cotمقادیر ویژه:ي مربوط به  معادله )λπ = λ  

  2) گزینه 44

  ):9( ه) نکت2براساس حالت (

n nC ,
L

1
2

π π
= =  

n t
n

n

nu(x, t) a A e cos( x)
2 2

4

1 2

π∞ −

=

π
= + ∑o  
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n
n

nu(x, ) cos x cos x a A cos( x)
1

4 2 3
2

∞

=

π
= π − π = + ∑oo  

na , A ,A , A ; n ,2 64 2 2 6= = = − = ≠o o o  

t tu(x, t) e cos( x) e cos( x)
2 294 2 3−π − π= π − π  

  4) گزینه 45

tt tt xx xxu v (sin t)x , u v= − =  

tt tt tt xxv (sin t)x v h v v h x sin t− − = ⇒ − = +  

  ) نادرست هستند.3) و (1گزینه (

u( , t) t v( , t) t t v( , t)
u( , t) sin t v( , t) sin t sin t v( , t)1 1 1

= ⇒ + = ⇒ =
= ⇒ + = ⇒ =

o o o o
o

  

t t t

u(x, ) x( x) v(x, ) x( x)
u (x, ) v (x, ) v (x, )

1 1
1 1

= − ⇒ = −
= ⇒ + = ⇒ = −

o o
o o o o o

  

  باشد. ) صحیح می4) مطرح شده است بنابراین گزینه (4شرایط فوق در گزینه (

  4) گزینه 46

  ) حل شده است.29این تست در مثال (

  1) گزینه 47

nC , n
L

1 π
= =  

n n
n

u(x, t) (A cos(nt) B sin(nt))sin(nx)
1

∞

=
= +∑  

n n
n

u(x, ) A u B sin(nt)sin(nx)
1

∞

=
= ⇒ = ⇒ = ∑o o o  

t n 1 n
n 1

u (x, ) 2sin x nB sin(nx) B 2 , B ,n 1
∞

=
= = ⇒ = = ≠∑o o  

u(x, t) sin(t)sin(x)2=  

  4) گزینه 48

t t xx xxu w ,u w (x)′′= = + ψ  

t xx
x xw w (x) x (x) (x) Ax B

3
4 4

4 24
′′ ′′= + ψ + ⇒ ψ = − ⇒ ψ = − + + 
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x( ) B (x) Ax
3

1 1 1
24

ψ = ⇒ = ⇒ ψ = − + +o 

x xu ( , t) w ( , t) ( ) ( )2 2′ ′π = = π + ψ π ⇒ ψ π = 

x(x) A , ( ) A
2 2

2 2
8 8

π′ ′ψ = − + ψ π = ⇒ = + 

x(x) ( )x
3 2

2 1
24 8

π
ψ = − + + + 

  3) گزینه 49

,T(r)براساس شرایط مرزي مربوط به  ) ,T (r, ) )θπ = = θo o o:  

nتوابع ویژه: 
( n ) ( n )F ( ) cos( ) cos( ) cos(n )2 1 2 1 1

2 2 2
− −

θ = πθ = θ = − θ
π

  

nمقادیر ویژه: (n ) , n , ,21 1 2
2

λ = − = K  

  2) گزینه 50

  ):9) نکته (2براساس حالت (

a n t
n

n
u(x, t) a A e cos(nx)

2 2

1

∞
−

=
= + ∑o  

Aبا فرض 
a

2
= o

o شود. حاصل می 2، گزینه  

  2) گزینه 51

  ):9) نکته (1براساس حالت (

n
n( ) n ,L , n , ,
L

2 2 1 2 3π
λ = = = π = K  

n
nF (x) sin( x) sin(nx)
L
π

= =  

  2) گزینه 52

  ):9) نکته (4براساس حالت (

n
( n )F (x) cos( x) , n , ,

L
2 1 1 2

2
− π

= = K  

  ) گزینه صحیح ندارد.53

L LC , x , t x ct L , x ct L51 2 3
2 2

= = = ⇒ − = − + =  
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[ ] L

L

L Lu( , ) f ( L) f ( L) g(s) ds
3

2

5 1 13 2
2 2 2 2 −

= + − + ∫  

Lf (x) x , g(x) x(L x)
2

= − = −  

)uبراساس شرایط , t) u(L, t)= =o o،g,f  حولx L, x= = o     هـا   شـوند و دوره تنـاوب آن   به صـورت فـرد بسـط داده مـی

L2.است  

L Lf ( L) f (L) , f ( L) f ( )3 2
2 2

= = − = =o  

L
L L L

L L

Ls s Lg(s)ds g(s)ds s(L s)ds
2 3 33 3

2 2 2 3 6−

 
= = − = − = 

  
∫ ∫ ∫o

o

  

L L L Lu( , )
3 35 1

2 2 2 6 12
= =  

  4) گزینه 54

t t xx xxu w ,u w (x)′′= = + ψ  

t xxw w (x) sin x (x) sin x14 4
4

′′ ′′= + ψ + ⇒ ψ = −  

(x) sin x Ax B1
4

ψ = + +  

x( ) , ( ) B , A 51 1 1
4

ψ = ψ = − ⇒ = = −o o  

(x) sin x x1 5 1
4 4

ψ = − +  

  2) گزینه 55

xuبراساس  ( , t) u( , t)1= =o o ،g,f حولx = o به صورت زوج و حولx شـوند و دوره   به صـورت فـرد بسـط داده مـی     =1

L4تناوب    باشد. می =4

x , t , c x t , x t1 14 165 1
3 3 3

= = = ⇒ − = − + =  

x , x
f (x) , g(x)

, x

1
2

1 1 1
2 2

 ≤ <= =
 ≤ <


o
o  

[ ] [ ]

[ ]t

u(x, t) f (x ct) f (x ct) f (x t) f (x t)

u (x, t) f (x t) f (x t)

1 1
2 2
1
2

= + + − = + + −

′ ′= + − −
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tu ( , ) f ( ) f ( )1 1 16 145
3 2 3 3

 ′ ′= − −  
  

fتابع  xحول ′ = o به صورت فرد و حولx   به صورت زوج خواهد بود.  =1

f ( ) f ( ) f ( ) f ( ) f ( ) f ( )16 16 4 1 1 24 1 1
3 3 3 3 3 3

′ ′ ′ ′ ′ ′= − = = + = − = = o  

f ( ) f ( ) f ( ) f ( )14 14 2 24
3 3 3 3

′ ′ ′ ′− = − + = − = − = o  

tu ( , )1 5
3

= o  

  4) گزینه 56

n
n

u(x, ) sin x sin x sin x c sin(nx)3

1

3 1 3
4 4

∞

=
= = − = ∑o  

nc , c , c ; n ,1 3
3 1 1 3
4 4

= = − = ≠o  
c t c tu(x, t) e sin x e sin( x)
2 293 1 3

4 4
− −= −  

  2) گزینه 57

ــرایط  )uبراســاس ش , t) u( , t)−π = πوx xu ( , t) u ( , t)−π = π) ــت ــه (5(حال ــه صــورت  9) نکت ــژه ب ــابع وی n)) ت , ,...1= o  و

n n nF (x) A cos nx B sin nx=   می باشد بنابراین: +

n n n
n

u(x, t) G (t)(A cos nx B sin nx)
∞

=
= +∑

o
  

  3) گزینه 58

u)، 3باشد کافی است در تست ( ) می3پاسخ این تست، مشابه تست ( 1=o.قرار گیرد  

  1) گزینه 59

>xناحیه  < ∞oوy< < ∞o  و شرط مرزيxu ( , y) =o o) باشد بنابراین ) می12) نکته (7مشابه حالت  

yu(x, y) A( )e cos( x)d
∞ −ω= ω ω ω∫o

  

  باشد: یا به صورت زیر می

Pyu(x, y) E(P)e cos(Px)dP
∞ −= ∫o
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